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Resumen. En este artículo presentamos las bases de la teoría de monoi-
des desde el punto de vista categórico, haciendo énfasis en las analogías y
diferencias entre la teoría de módulos sobre anillos conmutativos. Se pre-
senta la generalización de esquema afín a esquema afín monoidal; estu-
diamos la relación que éstos tienen con las variedades tóricas y sentamos
las bases para el estudio de la Geometría Logarítmica de Fontaine-Kato-
Illusie [Kat89], ampliamente usada en Geometría Aritmética.
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1. Introducción

Un monoide consiste en un conjunto M, una operación binaria asociativa
m M×M →M y un elemento identidad eM . Si además la operación bina-
ria es conmutativa llamaremos a M un monoide conmutativo. Claramente
todo grupo es un monoide por lo que el desarrollo de esta teoría tendrá con-
sigo muchas analogías con la teoría de grupos o en su caso con la teoría de
anillos.

De igual forma que en la teoría de anillos conmutativos, en la teoría de
monoides conmutativos se definen sus ideales e ideales primos los cuales
dan paso a sus espectros. A dichos espectros, como en el caso de anillos, los
podemos dotar de una topología, la topología de Zariski, y así desarrollar
equivalencias entre propiedades geométricas y algebraicas.

Aún con todas estas analogías entre distintas estructuras algebraicas exis-
ten diferencias específicas las cuales hacen importante el estudio de los mo-
noides conmutativos. Una de las diferencias más grandes es la carencia de
un análogo del lema de Nakayama ya que en monoides conmutativos no
necesariamente se tienen leyes de cancelación. Mientras que en la teoría de
anillos tenemos el primer teorema de isomorfismos, no existe un análogo de
este para monoides. Como veremos el perder ciertas propiedad nos hacen
ganar otras muy importantes y en cierto sentido más generales.

El objetivo principal de este trabajo es el de sentar las bases para el es-
tudio de la Geometría Logarítmica de Fontaine-Kato-Illusie como un acer-
camiento a la Geometría Aritmética. La Geometría Logarítmica descansa
fuertemente en el uso de gavillas de monoides de ahí que es fundamental
entender, en principio, a la categoría de monoides y explorar sus propieda-
des algebraicas y geométricas. Aunque este trabajo se basa fuertemente en
el libro [Ogu18], nosotros nos hemos dado a la tarea de exponer el material
desde un punto de vista que esperamos sea más accesible para el lector que
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inicia en el estudio de la geometría algebraica y la aritmética, sin embar-
go, cualquier error tanto conceptual como tipográfico es responsabilidad de
nosotros, los autores.

2. Bases de la teoría de monoides

2.1. Límites en la categoría de monoides.

Definición 2.1. Un monoide es una tripleta M,F, eM que consiste de un
conjunto M, una operación binaria asociativa F y un elemento identidad
eM de M.

Definición 2.2. Un homomorfismo de monoides es una función θ M → N
tal que θeM eN y θmFn θmFθn.

Notemos que aunque el elemento identidad eM es único, la compatibili-
dad de θ con eM no es inmediata de la compatibilidad con F. Por ejemplo
consideremos los monoides Z, ·, , Z × Z, ·, , y la función θ Z → Z × Z
a 7→ a, . Entonces,

θab ab, a, b, θaθb

Pero notemos que θ , 6 , .
Todos los monoides que vamos a considerar aquí son conmutativos a menos
que se diga lo contrario, y escribiremos Mon para denotar la categoría de
monoides conmutativos y homomorfismos de monoides.
Escribiremos solamente M o M,F en lugar de M,F, eM cuando no haya
confusión. De manera similar, si a y b son dos elementos de un monoide
M,F, eM , escribiremos ab o a b en lugar de aFb, y 1 o 0 en lugar de eM .
El ejemplo más básico de un monoide es el conjunto N de números naturales
con la suma. Sea M un monoide y m ∈ M , veamos que existe un único
homomorfismo N → M 7→ m. Sea θ N → M con θn

∑n
i m y∑

im M . Claramente es un homomorfismo de monoides y tal que θ m.
Sea φ N→M homomorfismo de monoides tal que φ m. Notemos que,

φn φ

n∑
i

n∑
i

φ

n∑
i

m θn

De modo que θ es único. Por tanto, N es un monoide libre con conjunto
generador {}. De manera más general, si S es un conjunto, el conjunto NS

de funciones I S → N tales que Is para todos los s ∈ S menos un número
finito, equipado con la adición puntual de funciones como operación, es un
monoide libre con base S ⊂ NS . Entonces

HomMonNS,M ∼ HomsetS,M,
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es decir, S 7→ NS es adjunto izquierdo del funtor olvidadizo de la categoría
de monoides a la categoria de conjuntos.

Límites arbitrarios existen en la categoría de monoides, y su formación
conmuta con el funtor olvidadizo a la categoría de conjuntos. En particular,
la intersección de un conjunto de submonoides de M es un submonoide.

Definición 2.3. Sea M un monoide y S un subconjunto de M. Definiremos
el submonoide generado por S como la intersección de todos los monoides
que contienen a S.

Dicho submonoide es el submonide más pequeño de M conteniendo a S.
Si existe un subconjunto finito S de M que genere a M, diremos que M es
finitamente generado como monoide.
Colimites arbitrarios de monoides también existen. Las sumas directas son
construidas fácilmente: la suma directa ⊕i∈IMi de una familia {Mi}i∈I de
monoides es el submonoide del producto

∏
iMi que consiste de aquellos

elementos m mi tales que mi para todo i ∈ I excepto por un número
finito. La existencia de límites y colímites se debe a resultados más generales
de la Teoría de categorías los cuales se pueden encontrar en [Vak17].

Vamos a investigar ahora los cocientes y las relaciones de equivalencia.
Sea θ P → Q un homomorfismo de monoides. Notemos que el kernel de θ
no nos ayuda mucho. Por ejemplo, el kernel del homomorfismo θ N×N→
N a, b 7→ a b es solo {} pero θ no es inyectiva ya que θ, θ, . En
su lugar, vamos a considerar el conjunto Eθ {p, q θp θq}, el cual es
una relación de equivalencia en P, ya que la igualdad lo es. El hecho de que
θ es un homomorfismo de monoides implica que Eθ es un submonoide de
P × P .

Definición 2.4. Sea P un monoide. Una relación de equivalencia en P que
también es un submonoide deP×P es llamada una relación de congruencia
en P.

Uno puede ver fácilmente que si E es una relación de congruencia en P,
entonces el conjunto PE de clases de equivalencia tiene una única estruc-
tura de monoide, que hace a la proyección P → PE un homomorfismo de
monoides. Entonces existe una biyección entre las relaciones de congruen-
cia en P y los homomorfismo de monoides con dominio P. Todo esto se
resume en la siguiente proposición.

Lema 2.5. Sean u, u P → Q dos homomorfismos de monoides. Entonces
el ecualizador de dichos morfismos es el conjunto E {a ∈ P ua ua}, con
el morfismo inclusión e.
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Demostración. Claramente dado a ∈ E , tenemos que
u ◦ ea ua ua u ◦ ea.

Sea D monoide con v D → P tal que u ◦ v u ◦ v. Sea a ∈ D, entonces
u ◦va u ◦va, por lo que va, va ∈ E. Por lo que definimos g D → E a 7→
va, va. Dicha función es claramente un homomorfismo de monoides único.
Por tanto, E junto con el morfismo inclusión conforman el ecualizador de
uy u. �

Proposición 2.6. 1. Sea π P → Q un homomorfismo de monoides sobre, y
sea E el ecualizador de los dos mapeos

P × P P Q
p,p π

(a) E es una relación de congruencia en P.
(b) Q es el ecualizador de los dos mapeos

E P × P Pe p,p

Entonces, el diagrama

E
p◦e //

p◦e
��

P

π

��
P π

// Q

es cartesiano y cocartesiano.
2. Sea E ⊂ P ×P una relación de congruencia en P, Q PE el conjunto de
clases de equivalencia, y sea π P → Q la función que toma un elemento en
P y lo envía a su clase de equivalencia.
(a) Existe una única estructura de Q como monoide tal que π P → Q es
un homomorfismo de monoides.
(b) La inclusión e E → P ×P es el ecualizador de los dos homomorfismos

P × P P Q
p,p π

y Q es el coecualizador de los dos homomorfismos

E P × P Pe p,p

Entonces, el diagrama de (1b) es cartesiano y cocartesiano.

Demostración. (1a) Por el lema 1, el ecualizador es
E {a, b ∈ P × P π ◦ pa, b π ◦ pa, b}
{a, b ∈ P × P πa πb}
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Veamos que E es una relación de relación de congruencia en P. Para todo
p ∈ P se tiene que πp πp, por lo que p, p ∈ E. Sea a, b ∈ E. Entonces
πa πb, es decir, πb πa, así que b, a ∈ E. Si a, b, b, c ∈ E , entonces πa πb
y πb πc, por lo que πa πc. De este modo, a, c ∈ E. Con ∈ P , tenemos
que , ∈ P . Sean a, b, c, d ∈ E. Entonces, πa πb y πc πd. Como π es un
homomrofismo de monoides, tenemos que πac πbd, por lo que ac, bd ∈ E.
Por tanto, E es una relación de congruencia en P.
(1b) Notemos que para todo a, b ∈ E ,

π ◦ p ◦ ea, b πa πb π ◦ p ◦ ea, b

Sea f P → M tal que f ◦ p ◦ e f ◦ p ◦ e. Entonces, para a, b ∈ E ,
tenemos que fa fb. Sea q ∈ Q, como π es sobre, existe r ∈ P tal que
πr q. Definamos entonces g Q → M q 7→ fr. Notemos que está bien
definida ya que si πr πt q, entonces r, t ∈ E , y por lo observación anterior
fr ft. Claramente es un homomorfimos de monoides único. Por tanto Q
es el coecualizador de dichos mapeos.
(2a) La estructura de Q será la siguiente. Dado a, b ∈ P definimos,

a b a b

Y el elemento identidad en Q. Es fácil ver que esto define una estructura
monoidal en Q. Además,

π

Y,
πa b a b a b πa πb

Por lo que π es un homomorfismo de monoides. Es fácil ver que dicha es-
tructura es única.
(2b) Notemos que para a, b ∈ E

π ◦ p ◦ ea, b a b π ◦ p ◦ ea, b.

Sea f M → P × P tal que π ◦ p ◦ f π ◦ p ◦ f . Esto implica que para
r ∈ M , si fr a, b, entonces a b, es decir, a, b ∈ E. Por lo que definimos
g M → E r 7→ a, b. Claramente g es un homomorfismo de monoides
único. Por tanto, E es el ecualizador de los dos morfismos.
Sea a, b ∈ E. Entonces,

π ◦ p ◦ ea, b a b π ◦ p ◦ ea, b.

Sea f P →M tal que f ◦ p ◦ e f ◦ p ◦ e. Entonces, para a, b ∈ E , tenemos
que fa fb. Sea q ∈ Q. Así, definamos g Q → M q 7→ fq. Notemos que
si q p, entonces por lo anterior fp fq. De modo que está bien definida y
claramente es un homomorfismo único. Por tanto, Q es el coecualizador de
los dos morfismos. �
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Esta proposición induce una biyección entre las relaciones de congruen-
cia en P y los homomorfismos sobre con dominio P de la siguiente forma,
{Congruencias en P}� {Morfismos sobre con dominio P}

E 7→ π P → PE

P × P ×Q P × P ←[ θ P → Q

Observación 2.7. Si u P → Q es sobre y u Q′ → Q es un homomorfismo
de monoides, entonces el pullback P ×Q Q

′ con morfismos v, v es nueva-
mente sobre.
Para ver esto sea b ∈ Q′. Entonces, ub ∈ Q. Como u es sobre existe a ∈ P
tal que ua ub. Sabemos que el pullback en la categoría de monoides es
P ×Q Q

′ {x, y ux uy}. Entonces a, b ∈ P ×Q Q
′, por lo que va, b b.

Esto implica que P → Q y E son universalmente efectivos. Por otro lado,
no todo epimorfismo en la categoria de monoides es sobre. De hecho, un
homomorfismo de monoides es universalmente un epimorfismo si y solo si
es sobre.

Proposición 2.8. Sea M un monoide y Eii∈I una familia de relaciones de
congruencia en M. Entonces la intersección P ∩i∈IEi es una relación de
congruencia en M.

Demostración. Sabemos que la intsercción de submonoides de M es un sub-
monoide, por lo que veamos solamente que es una relación de equivalencia.
Tenemos que a, a ∈ Mi, para todo i y todo a ∈ P . Entonces a, a ∈ P .
Sea a, b ∈ P , por lo que a, b ∈ Mi para todo i. Como cada Mi es una re-
lación de congruencia b, a ∈ Mi, así b, a ∈ P . Finalmente supongamos
que a, b, b, c ∈ P . Entonces a, b, b, c ∈ Mi para todo i. Al ser relaciones de
cogruencia tenemos que a, c ∈Mi. Por tanto a, c ∈ P . �

Definición 2.9. Sea M un monoide, E una relación de congruencia y S un
subconjunto de E. Entonces diremos que S , la intersección de las relaciones
de congruencia que contienen a S, es la relación de congruencia generada
por S.

A continuación veremos una caracterización útil de las relaciones de con-
gruencia generadas por un subconjunto de P × P .

Proposición 2.10. Sea P un monoide conmutativo.
1. Una relación de equivalencia E ⊂ P × P en P es una relación de con-
gruencia si y solo si a p, b p ∈ E para todo a, b ∈ E y p ∈ P .
2. Si S es un subconjunto de P × P , sea

SP {a p, b p a, b ∈ S, p ∈ P}
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Entonces la relación de congruencia E generada por S es la relación de equi-
valencia generada por SP . Explicitamente, E es la unión de la diagonal con
el conjunto de pares x, y para los cuales existe una sucesión finita p, ..., pn
con p x, pn y y tal que para todo i > , pi−, pi o pi, pi pertenecen a SP .

Demostración. 1)⇒ Sea E una relación de equivalencia en P que es estable
bajo la adición de elementos en P. Supón que (a,b) y (c,d) pertenecen a E.
Entonces a c, b c ∈ E y c b, d b ∈ E , y dado que P es conmutativo y E
es transitiva se tiene que a, b c, d a c, b d ∈ E. Entonces es cerrada bajo
suma. Dado que E es simétrica y ∈ P , entonces , ∈ E. Por tanto, E es un
submonoide de P × P , es decir, una relación de congruencia en P.
⇐ Sea E una relación de congruencia en P. Entonces, para todo p ∈ P , se
tiene que p, p ∈ E por ser E simétrica. Por ser un submonoide es cerrada
bajo suma, entonces para todo a, b ∈ E , tendremos que ap, bp a, bp, p ∈ E.

2) Sea E la relación de congruencia generada por S y E ′ la relación de
equivalencia generada por SP . Dado que SP ⊂ E y E es una relación de
equivalencia, se sigue que E ′ ⊂ E. Es claro que SP es estable bajo la suma
de elementos de la diagonal de P × P . Entonces si p, ..., pn es una sucesión
tal que pi−, pi o pi, pi ∈ SP para todo i > , entonces p p, ..., pn p tiene la
misma propiedad. Entonces si x, y ∈ E ′ y p ∈ P tenemos que x p, y p ∈ E ′.
Se sigue de (1) que E ′ es una relación de congruencia, por tanto E ′ E. �

Observación 2.11. Si P es un grupo abeliano y E ⊂ P × P es una relación
de congruencia en P,entonces la imagen de E bajo el homomorfismo h P ⊕
P → P p, p → p − p es un subgrupo K de P, y E h−K. Por otro
lado, la imagen inversa bajo h de cualquier subgrupo de P es una relación
de congruencia en P. Esto define una biyección entre los subgrupos de P y
las relaciones de congruencia en P dada por,

{subgrupos de P}� {Relaciones de congruencia en P}
K 7→ h−K

hE ←[ E

Lema 2.12. Sean θ, θ P → Q homomorfismos de monoides. Entonces el
coecualizador de θ, θ es el cociente de Q por la relación de congruencia en
Q generada por el conjunto {θp, θp p ∈ P}.

Demostración. Sea E la relación de congruencia generada por el conjunto
{θp, θp p ∈ P} y j Q→ QE el morfismo proyección. Entonces para todo
p ∈ P tenemos que,

j ◦ θp θp θp j ◦ θp.
Sea f Q → M tal que f ◦ θ f ◦ θ. Sea g QE → M a 7→ fa.
Claramente g es un homomorfismo que cumple que g ◦ ja ga fa, y
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además es único. De modo que QE, j cumplen la propiedad universal de
los coecualizadores. �

La existencia de colímites arbitrarios se sigue de la existencia de sumas di-
rectas y coecualizadores de pares de homomorfismos utilizando la siguiente
construcción. Sea {Pi, θa} un funtor de una categoría pequeña a la categoría
de monoides, donde i corre sobre todos los objetos de I y a sobre las flechas
a ia → ja de I. Dado que la categoría de monnopides tiene suma directa,
podemos definir Q ⊕{Pi i ∈ ObI} y R ⊕{Pia a ∈ FlechasI}, con los
homomorfismos canónicos,

{ui Pi → Q i ∈ ObI} {ua Pia → R a ∈ FlechasI}.
Entonces existen homomorfismos únicos θ, θ R → Q tal que para todo a,
θ ◦ ua uia y θ ◦ ua uja ◦ θa

R
ua //

θ

��

Pia

θa
��

Q uja

// Pja

El colímite del funtor {Pi, θa} es el coecualizador de θ, θ.

Definición 2.13. Una presentación de un monoide M es un diagrama coecua-
lizado

L ⇒ L →M

donde L,L son libres.

El monoide M se dice que es de presentación finita si admite una presen-
tación con L,L libres y finitamente generados como monoides.

Definición 2.14. La suma amalgamada de un par de homomorfismos de mo-
noides ui P → Qi, denotada simplemente por Q ⊕P Q junto con dos ho-
momorfismos vi Qi → Q⊕P Q, es el colímite del diagrama Q ← P → Q.
El par v, v hacen que universalmente el diagrama

P
u //

v

��

Q

v

��
Q v

// Q

conmute.
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Esta suma amalgamada puede ser vista como el pushout de u y u. Tam-
bién se puede ver como el coecualizador de los dos mapeos u, y , u que van
de P a Q ⊕Q.
La siguiente proposición describe la suma amalgamada explícitamente. Su
descripción se vuelve más simple si alguno de los monoides en cuestión es
un grupo.

Proposición 2.15. Sea ui P → Qi un par de homomorfisos de monoides,
sea Q su suma amalgamada, y sea E la relación de congruencia dada por el
morfismo natural sobre Q ⊕Q → Q.
1. Sea S el conjunto de pares

q, q, q′, q′ ∈ Q ×Q ×Q ×Q
tal que existe p ∈ P con q′ up q y q u q′. Entonces E es el conjunto de
pares

a, b ∈ Q ×Q ×Q ×Q
tal que existe una sucesión r, ..., rn en Q ⊕Q tal que a, b r, rn y ri, ri está
en S si i es par y en St {a, b b, a ∈ S} si i es impar.
2. Sea E ′ el conjunto de pares q, q, q′, q′ tales que existe p y p′ en P con
q up′ q′ up y q up q′ up′. Entonces E ′ es una relación de congruencia en
Q ⊕Q conteniendo a E, y si P,Q o Q es un grupo, entonces E E ′.
3. Si P es un grupo, entonces dos elementos de Q ⊕ Q son congruentes
módulo E si y solo si ellos pertenecen a la misma órbita de la acción de P en
Q ⊕Q definida por pq, q q up, q u−p.
4. Si P yQi son grupos, entonces también los esQ⊕PQ, la cual es justamente
la suma amalgamada en la categoría de grupos abelianos.

Demostración. Para probar (1) observemos primero que S es estable bajo la
acción de la diagonal de Q ×Q ×Q ×Q y contiene la diagonal. Entonces,
por la proposición 1.1.3, la relación de congruencia R generada por S es el
conjunto de pares (a,b) tal que existe r, ..., rn con r a, rn b y tal que cada
par ri, ri esta en S o en St. Notemos por otro lado que si ri−, ri y ri, ri están
en S o en St ambas, entonces también ri−, ri, por lo que la sucesión puede ser
acortada. Notemos que si r, r pertenece a St, entonces r, r, r satisface lo des-
crito en (1). Esto demuestra que el conjunto descrito en (1) es una relación
de congruencia. Dado que E contiene a S, y es la relación de congruencia
más pequeña que lo contiene, se tiene que E R.
Para probar (2) notemos primero que el conjunto E ′ es evidentemente si-
métrico y reflexivo. Para probar que es transitivo diremos que un par (a,b)
une un par de elementos q, q y q′, q′ de Q ⊕Q si q ub q′ ua y q ua q′ ub.
Uno puede ver fácilmente que si (a,b) une a q, q y q′, q′ y a′, b′ une a q′, q′ y
q′′, q′′ entonces a a′, b b′ une a q, q y q′′, q′′. Más aún, si (a,b) une a q, q y q′, q′,
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entonces para cualquier q, q, (a,b) une a q q, q q y q′ q, q′ q. Entonces por
la proposición 1.1.3, E ′ es una relación de congruencia en Q⊕Q. Más aún,
si p ∈ P , (p,0) une a up, y , up, y dado que E es generada por tales pares,
E ⊂ E ′. Si P o Qi es un grupo entonces v vi ◦ ui se factoriza a través del
grupo Q∗ de elementos invertibles de Q. Si (a,b) une a q, q y q′, q′, tenemos
que

vq vq va b vq ub vq ua

vq′ ua vq′ ub

vq′ vq′ va b.

Dado que va b ∈ Q∗, se sigue que
vq vq vq′ vq′.

EntoncesE ′ ⊂ E. Esto prueba (2), y (3) y (4) son consecuencias inmediatas.
�

Ejemplo 2.16. Tomando Q en la proposición 1.1.5 obtenemos el cokernel
del morfismo u P → Q, o de manera equivalente, el coecualizador de u y
el mapeo cero de P a Q. Si P es un submonoide de Q, uno escribe Q→ QP
para denotar el cokernel de la inclusión P → Q, y se sigue de (2) en la
proposición anterior que dos elementos q, q′ ∈ Q tienen la misma imagen
en QP si y solo si existen p, p′ ∈ P tales que q p q′ p′. Por ejemplo, el
cokernel del morfismo diagonal N→ N× N es el homomorfismo

N× N→ Z a, b 7→ a− b.
Nota QP puede ser cero aun si P es un submonoide propio de Q. Esto

pasa, por ejemplo, si P es el submonoide de Q N × N generado por (1,0)
y (1,1). Si P ′ es un submonoide de Q conteniendo a P, entonces P ′P es un
submonoide deQP y el mapeo naturalQPP ′P → QP ′ es un isomorfismo.

2.2. Acciones de Monoides.
Observación 2.17. Si S es un conjunto, el conjunto de funciones de S en si
misma forman un monoide (no necesariamente conmutativo) End(S) bajo
la composición de funciones.
Definición 2.18. Si Q es un monoide, una acción de Q en un conjunto S es
un homomorfismo de monoides θS Q→ EndS.

En este contexto escribimos la ley del monoide Q de manera multiplica-
tiva, y si s ∈ S ,q ∈ Q, escribimos qs para denotar θSqs.
Definición 2.19. Un Q-conjunto es un conjunto con una acción de Q, y
EnsQ denotará a la categoría de Q-conjuntos, con la evidente noción de
homomorfismos.
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Si S es un Q-conjunto y s ∈ S , la imagen del mapeo Q → S q 7→ qs es
el Q-subconjunto minimal estable de S conteniendo a s., llamado la trayec-
toria de s en S.

Definición 2.20. Una base para un Q-conjunto S es un conjunto T y una
función i T → S tal que el mapeo inducido φ Q× T → S q, t 7→ qit es
una biyección. Si tal base existe diremos que S es un Q-conjunto libre.

Un Q-conjunto libre con base i T → S satisface la propiedad universal
de los objetos libres. Sea S ′ un Q-conjunto con f T → S ′. Sea a ∈ S.
Como φ es biyectiva existe q, t ∈ Q × T único tal que qit a. Definamos
g S → S ′ a→ ft. Por lo que claramente el diagrama conmuta. De modo
que se cumple la propiedad universal de los objetos libres.

Si T es cualquier conjunto y si Q× T es equipado con la acción definida
por q′q, t q′q, t, entonces el mapeo T → Q×T enviando t a (1,t) es una base.
De este modo, el funtor que toma un conjunto T y lo envía al Q-conjunto
libre Q × T es adjunto izquierdo del funtor olvidadizo de la categoría de
monoides a la de conjuntos. Nota que si G es un grupo y S es un G-conjunto,
entonces S tiene una G-base si y solo si la acción es libre en el sentido de que
gs s implica que g .

La categoríaEnsQ de Q-conjuntos admite límites proyectivos arbitrarios,
y su formación conmuta con el funtor olvidadizo a la categoría de conjun-
tos. Esta es una consecuencia formal del hecho que el funtorEnsQ → Ens
tiene una adjunta izquierda. En particular, si S y T son Q-conjuntos, enton-
ces Q actúa en S × T por la acción qs, t qs, qt. Esto define el producto en
EnsQ. Colímites en EnsQ también existen. La suma directa de una fami-
lia de Q-conjuntos {Si} es solo la unión disjunta con la Q-acción evidente.
Para entender la construcción de los cocientes en EnsQ, notemos que si
π S → T es un mapeo sobre de Q-conjuntos, la correspondiente relación
de equivalencia E ⊂ S × S es un Q-subconjunto.

Definición 2.21. Sea S un Q-conjunto y E una relación de equivalencia en
S. Si E es un Q-subconjunto de S × S diremos que E es una relación de
congruencia en Q.

Por el contrario, si E es cualquier relación de congruencia en S, enton-
ces existe una única estructura de Q-conjunto de S/E tal que la proyección
S → SE es un morfimos de Q-conjuntos. Cuando S Q actuando regular-
mente en si mismo, la noción de relación de congruencia en Q como monoi-
de coincide con la la noción de relación de congruencia como Q-conjunto,
gracias la proposición 1.1.3. Más aún, el análoga a (2) de la proposición 1.1.3
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se cumple para Q-conjuntos, y en particular la relación de equivalencia ge-
nerada por un subconjunto deS×S que es estable bajo la adición de elemen-
tos en Q es una relación de congruencia. Si u, v S ′ → S son dos morfismos,
entonces el coecualizador de u y v es el cociente de S con la relación de con-
gruencia generada por el conjunto {us, vs}. La existencia de colímites se
sigue.

Si S y T son Q-conjuntos, el HomQS, T tiene una acción natural de Q,
dada por qhs qhs hqs, con h ∈ HomQS, T ,q ∈ Q, s ∈ S. También existe
una construcción para el producto tensorial de Q− conjuntos.

Definición 2.22. Si S, T,W son Q-conjuntos entonces un Q-bimorfismo es
una función β S × T → W tal que βqs, t βs, qt qβs, t.

Proposición 2.23. Sean S y T dos monoides. Entonces el producto tensorial
de S y T existe.

Demostración. Para construirlo consideramos al producto S × T con la
acción qs, t qs, t, y consideramos la relación de equivalencia R en S × T
generada por el conjunto de pares

qs, t, s, qt, q ∈ Q, s ∈ S, t ∈ T.
Notemos que este conjunto de pares es estable bajo la acción de Q, ya que si
q′ ∈ Q entonces

q′qs, t, q′s, qt qq′s, t, q′s, qt

Se sigue que la relación de equivalencia R es una relación de congruencia.
Entonces la proyección π S×T → S×TR es un Q-bimorfismo y satisface
la propiedad universal del producto tensorial. �

Si Q es un grupo conmutativo, entonces S⊗Q T puede ser construido en
la forma usual como el espacio de órbitas de la acción de Q enS×T dada por
qs, t qs, q−t. En general uno tiene el isomorfismo natural de Q-conjuntos,

HomQS ⊗Q T,W ∼ HomQS,HomQT,W

β S ⊗Q T → W 7→ γ S → HomT,W s 7→ βs,

Para el reverso si tenemos γ S → HomT,W definimos el Q-bimorfismo
f S × T → W s, t → γst. Por la propiedad universal del producto
tensorial existe g S ⊗Q T → W único tal que el diagrama del producto
tensorial conmuta. Por lo que,

g S ⊗Q T → W ←[ γ S → HomT,W

Se sigue que para un T fijo, el funtor S 7→ S⊗QT conmuta con colímites.
Sea θ P → Q un homomorfismo de monoides. Entonces θ define una
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acción de P en Q dada por pq θpq. Si S es un P-conjunto, el producto
tensorial Q ⊗P S tiene la acción natural de Q-conjunto dada por qq′ ⊗ s
qq′ ⊗ s, y el mapeo S → Q ⊗Q S enviando s a ⊗ s es un morfismo de
P-conjuntos. Si θi P → Qi es un par de homomorfismos, entonces existe
una estructura única de monoide para Q ⊗P Q tal que

q ⊗ qq′ ⊗ q′ qq′ ⊗ qq′

y esta es también la única estructura monoidal para la cual los mapeos na-
turales Qi → Q ⊗P q son homomorfimos. Se puede ver que esta estructura
convierte a Q ⊗P Q es una suma amalgamada de Q y Q a través de P.

Observación 2.24. Hemos visto que para un Q-conjunto fijo T,el funtor
S 7→ S⊗QT conmuta con colímites. Quizás no es sorpresa que no conmuta
con límites en general. Queremos enfatizar que este funtor no conmuta con
productos finitos áún cuando T es libre. De hecho, si T tiene base ω, enton-
ces S⊗QT ∼ S×ω, y si la cardinalidad de es más grande que uno, el funtor
S 7→ S × no conmuta con productos. Este hecho complica el cálculo de
productos tensoriales por medio de sus generadores y relaciones. De hecho,
supón que F → S es un homomorfismo sobre yE es la correspondiente re-
lación de equivalencia en F, con F libre. EntoncesF → S es el coecualizador
de los dos mapeos E ⇒ F , y da dado que ⊗QT conmuta con colímites, se
sigue que F ⊗Q T → S ⊗Q T es el coecualizador de E ⊗Q T ⇒ F ⊗Q T .
Por otro lado, el mapeo natural

F × F ⊗Q T → F ⊗Q T × F ⊗Q T

no necesariamente es un isomorfismo, y la imagen de E ⊗Q T en F ⊗Q

T × F ⊗Q T podría no ser una relación de equivalencia. Por lo que uno se
queda con el problema de calcular la relación de congruencia que genera.

Definición 2.25. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto. El transportador de
S es la categoría TQS cuyos objetos son los elementos de S y los morfimos
que van de un objeto s a uno t son los elementos q ∈ Q tal que qs t. El
transportador de un monoide Q es el transportador de Q considerado como
Q-conjunto, y es denotado simplemente por TS.

Asosiado con la categoría TQS existe un conjunto parcialmente ordena-
do que vale la pena hacer explícito.

Definición 2.26. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto. Si s, t ∈ S , diremos
que s ≤ t si existe q ∈ Q tal que qs t, y que s ∼ t si s ≤ t y t ≤ s.



LA GEOMETRÍA DE LOS MONOIDES 15

Supongamos que s ≤ t y t ≤ w. Entonces existe q, p ∈ Q tales que sq t
y tp w. Tenemos que qp ∈ Q, y así

sqp tp w

De modo que s ≤ w. Sea s ∈ S. Entonces,
s s

Por lo que s ≤ s. Por tanto esta relación define un preorden en S. Veamos
que∼ es una relación de congruencia en S. Claramente es reflexiva y simé-
trica. Supongamos que s ∼ t y t ∼ w. Así que s ≤ t, t ≤ s, t ≤ w y w ≤ t.
Dado que ≤ es un preorden en S, tenemos que s ≤ w y w ≤ s, de modo
que s ∼ w. Sunpogamos que q ∈ Q y a ∼ b. Entonces, a ≤ b y b ≤ a.
Por lo que existen t, r ∈ Q tales que ta b y rb a. Así que utilizando la
conmutatividad tqa qb y rqb qa. De modo que qa ≤ qb y qb ≤ qa. Así,
qa ∼ qb, y en conclusión∼ es una relación de congruencia en S. Además es
fácil ver que ≤ es un odern parcial en S ∼.
Utilizaremos esta notación especialmente cuando S Q con la represen-
tación regular. Dado que ∼ es una relación de congruencia, se sigue de la
proposición 1.1.3 que Q ∼ hereda una estructura de monoide.

2.3. Monoides integrales, finos y saturados.

Proposición 2.27. Sea M un monoide conmutativo. Entonces existe un gru-
po M gp y un homomorfismo universal λM M → M gp tal que dado cual-
quier otro homomorfismos f M → D existe un único homomorfismo
g M gp → D con g ◦ λM f .

Demostración. Uno puede construir M gp como el conjunto de clases de
equivalencia de pares x, y ∈ M × M , donde x, y es equivalente a x′, y′
si y solo si existe z ∈ M tal que x y′ z x′ y z. Uno escribe x − y para
denotar la clase de equivalencia de x, y, y entonces x−y x′−y′ x x′−y y′.
Y considerar

λM M →M gp m 7→ m, .

�

Entonces
HomM gp, G ∼ HomM,G,

es decir, el funtor M 7→ M gp es adjunto izquierdo del funtor inclusión
que va de la categoría de grupos a la categoría de monoides; dado que tie-
ne adjunta derecha, automáticamente conmuta con la formación de límites
directos.

Definición 2.28. Si M es un monoide, definimos
M∗ {m ∈M ∃n ∈M,m n } .
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Notemos que M∗ es un submonoide de M. Es de hecho un grupo. Este
grupo es llamado el grupo de unidades de M. Cualquier homomorfismo de
un grupo a M se factoriza de manera única a través de M∗. Así que

HomM∗, G HomM,G,

es decir,M 7→M∗ es adjunto derecho del funtor inclusión que va de la cate-
goría de grupos a la categoría de monoides. El grupoM∗ actúa naturalmente
en M por traslación. En particular definimos, M MM∗

Definición 2.29. Un monoide conmutativo se dice que es:
1. Sharp si M∗ {}
2. Dull si M∗ M , es decir, si M es un grupo.
3. u-integral si m ∈M ,u ∈M∗ y m u m implica que u .
4. Cuasi-integral si m,n ∈M y m n m implica que n .
5. Integral si m,n, p ∈M y m n p n implica que m p.

Evidentemente todo monoide integral es cuasi integral, y todo cuasi in-
tegral es u-integral. Veamos que si M es es u-integral, entonces M∗ actúa
libremente en M. Supongamos que p m m, con p ∈M∗ y m ∈M . Enton-
ces por ser u-integral, se sigue que p . El mapeo universal λM es inyectivo
si y solo si M es integral. Supongamos que es inyectivo y m n p n con
m,n, p ∈ M . Entonces, m, p, , y al ser λM inyectiva tenemos que m p.
Supongamos que M es integral. Si λMm λMp, tenemos quem, p, , es decir,
existe n ∈M tal que m n p n. Luego, al ser M integral, se sigue que m p,
por lo que λM es inyectiva. De manera completsmente análoga podemos
demostrar que el mapeo inducido M∗ →M gp es inyectivo si y solo si M es
u-integral.
Notemos que para cualquier monoide M el cociente M es Sharp, ya que si
m ∈ M es una unidad, existe n tal que m n m n . Lo cual implica que
existe u ∈M∗ tal que m n u. Así, m n− u , por lo que m ∈M∗, es decir,
m . De este modo el mapeoM →M es el homomorfismo universal que va
de M a un monoide Sharp.
Para cualquier monoide M, el monoide M ∼ es Sharp. Sea m ∈ M ∼ uni-
dad, entonces existe n ∈ M ∼ tal que m nm n . Por lo que existe u ∈ M
tal que u m n , así u n m . De modo que m .
Veamos que si M es quasi-integral, entonces

φ MM∗ →M ∼
m 7→ m

es un isomorfismo. Supongamos que φm φn. De modo quem n, y existe
entonces f, g ∈ M tales que f m n y g n m. Luego, f g m g n m, y
al ser M quasi-integral, tenemos que f g , por lo cual f, g ∈ M∗. De este
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modo m n, y así φ es inyectiva. Claramente es sobre. Por lo tanto es un
isomorfismo.

Observación 2.30. La formación del grupoM gp conmuta con límites direc-
tos pero no con productos fibrados en general. Por ejemplo, sea s N → N
a, b→ a b y t N → N a, b→ . Entonces el ecualizador de s y t es cero. Sin
embargo, el mapeo asosiado en grupos Z → Z es la antidiagonal Z → Z,
enviando c a c,−c.

Por otro lado, es cierto que si θ P → Q es inyectiva y Q integral entonces
θgp P gp → Qgp es también inyevtiva. Supongamos que θgpa, b θc, d.
Entonces θa, θb θc, θd. Así que existe z ∈ Q tal que θa θd z θc θb z.
Como θ es un homomorfismo θa d z θc b z, y al ser Q integral se sigue que
θa d θc b. Como θ es inyectiva, se sigue que a d c b por lo cual a, b c, d,
y así θgp es inyectiva también.

Proposición 2.31. Si Q es un monoide integral y P es un submonoide, el
mapeo natural QP → QgpP gp es inyectivo. Entonces QP puede ser identi-
ficado con la imagen de Q en QgpP gp. Un monoide Q es integral si y solo si
es u-integral y Q es integral.

Demostración. Si q, q′ son dos elementos de Q con la misma imagen en
QgpP gp, entonces existen p, p′ tales que q − q′ p − p′ en Qgp. Dado que
Q es integral, q p′ p q′ en Q. Se sigue que q y q′ tienen la misma ima-
gen en QP . Entonces QP → QgpP gp es inyectivo, y QP es integral. En
particular si Q es integral también lo es Q. Por el contrario, supongamos
que Q es u-integral y Q es integral, y q, q′, p son elementos de Q tales que
pq pq′. Dado queQ es integral, existe una unidad u tal que q′ qu.Entonces,
q p q p u, Dado que Q es u-integral, u y entonces q q′. Esto demuestra
que Q es integral. �

Definición 2.32. SeaMonint la subcategoría completa de Mon cuyos objetos
son los monoides integrales.

Para cualquier monoide M sea M int la imagen de λM . Entonces
HomM int, N HomM,N,

es decir, el funtor M 7→ M int es adjunto izquierdo del funtor inclusión
Monint →Mon.

Proposición 2.33. Sea Q la suma amalgamada de dos homomorfismos ui
P → Qi en la categoría de monoides. EntoncesQint es la suma amalgamada
de uinti P int → Qint

i en la categoría Monint, y puede ser identificada natu-
ralmente con la imagen de Q en Qgp ⊕P gp Qgp Si P,Q,Q son integrales y
cualquier de estos monoide es un grupo, entonces Q es integral.
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Demostración. El hecho de que Qint es la suma amalgamada de uinti en
Monint es una consecuencia formal del hecho de que M 7→ M int preserva
colímites. Más aún, dado queM 7→M gp también preserva colímites,Qgp ∼
Qgp⊕P gp Qgp. Se sigue que Qint es la imagen de Q en Qgp ∼ Qgp⊕P gp Qgp.
Supongamos ahora que cualquiera de P,Q,Q es un grupo y que q, q′ son
dos elementos de Q con la misma imagen enQgp. Elige q, q y q′, q′ enQ⊕Q
mapeando y¿q y q′ respectivamente. Entonces vq vq vq′ vq′ en Qgp, y en-
tonces existen elementos a y b en P tales que q′ − q, q′ − q ua− b, ub− a.
Entonces q′ ub q ua y q′ ua q ub. Se sigue de (2) proposición 1.1.5 que
vqvq vq′vq′ en Q, es decir, que q q′. Por tanto, el mapeoQ→ Qgp⊕P gpQgp

es inyectivo y Q es integral. �

Definición 2.34. Un monoide que es integral y finitamente generado es lla-
mado un monoide fino.

Definición 2.35. Un monoide Q es llamado saturado si es integral y además
dado mq ∈ Qgp, con m ∈ Z, entonces q ∈ Q.

Por ejemplo el conjunto de los números naturales N es saturado pero el
conjunto de los enteros más grandes que un número natural d > no es
saturado.

Proposición 2.36. Sea Q un monoide integral.
1. El homomorfismo natural QgpQ∗ → Q

gp es un isomorfismo.
2. Si Q es saturado, entonces Qgp es libre de torsión.
3. Qsat es el conjunto de elementos x en Qgp tales que existe n ∈ Z con
nx ∈ Q es un submonoide saturado deQgpl, y el funtorQ 7→ Qsat es adjun-
to izquierdo del funtor inclusión que va de la categoríaMonsat de monoides
saturados a Monint.
4. Q es saturado si y solo si Q es saturado. Un elemento de Q es una unidad
si y solo si su imagen en Qsat es una unidad.
5. El mapeo natural QsatQ∗ → Q

sat es un isomorfismo. Más aún, toda uni-
dad de Qsat es torsión, y el mapeo natural

Qsat → Q
sat

es un isomorfismo.

Demostración. Supón que q, q ∈ Q y q − q se mapea al cero en Qgp. Dado
que Q ⊂ Q

gp, q q en Q, entonces existe u ∈ Q∗ con q q u. Entonces
q − q u ∈ Q∗. Esto prueba (1). Supongamos que Q es saturado y q ∈ Qgp

se mapea a un elemento de torsión q de Qgp. Entonces nq ∈ Q∗ para algún
n ∈ Z, y dado que Q es saturado, tenemos que q ∈ Q. El hecho que nq
pertenece a Q∗ implica ahora que q pertence a Q∗, así q ∈ Q. Entonces
Q

gp es libre de torsión. Si p y q son elementos de Qgp con mq, np ∈ Q,
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entonces mnp q ∈ Q, por lo que se sigue que Qsat es un submonoide de
Qgp. Entonces Qsatgp Qgp y si q ∈ Qgp y nq ∈ Qsat, entonces existe un
m ∈ Z tal que mnq ∈ Q. Se sigue que q ∈ Qsat, así que Qsat es saturado. La
verificación de la adjunción del funtor Q 7→ Qsat es inmediata como la de
(4).
Si q ∈ Qsat y q es una unidad de Qsat, entonces existe unn elemento p de
Qsat tal que qp ∈ Q∗. Entonces existenm,n ∈ Z tal que mq y np pertenecen
a Q. Pero entonces mnp mnq ∈ Q∗, y así mnq es una unidad de Q. Esto
muestra que q es un elemento de torsión de Qsat. Es claro que el mapeo de
(5) es sobre.
Supongamos que p y q son dos elementos de Qsat con la misma imagen en
Q

sat Entonces q − p ∈ Qgp se mapea a una unidad de Qsat, y entonces a un
elemento de torsión de Qsat ⊂ Q

gp. De modo que mp −mq ∈ Qsat∗ para
algún m. Entonces también mp−mq ∈ Q∗, así que q − p es una unidad de
Qsat y p y q tienen la misma imagen enQsat, lo cual prueba la inyectividad.

�

Definición 2.37. A los monoides que son finos y saturados los llamaremos
fs-monoides.

Este tipo de monoides son de vital importancia en la geometría algebraica
logarítmica.

Definición 2.38. Un monoide P se dice tórico si es fino, saturado y además
P gp es libre de torsión.

En este caso P gp puede ser visto como el grupo de caracteres de un toro
algebraico. Los esquemas que surgen de los monoides tóricos forman los
componentes básicos de la geometría tórica.

Proposición 2.39. Sea {Mi i ∈ I} un sistema dirigido de monoides donde
cada uno satisface una de las siguientes propiedades P: integral, saturado,
Dull. Entonces el límite directo M satisface P.

Demostración. Supón que cadaMi es integral y seam ∈M .Entonces existe
i ∈ I ymi ∈Mi tal quemi se mapea a m. Para cada i→ j , seamji la imagen
demi la imagen demi enMj . Entonces la multiplicaciónmji Mj →Mj es
inyectiva. Se sigue que el límite de estos mapeos, es decir, la multiplicación
por m, es también inyectiva. Entonces M es integral.
Supongamos que cada Mi es saturado y x ∈ M gp con nx ∈ M para algún
n > . Dado que la formación de M gp conmuta con límites directos, existe
i ∈ I y xi ∈ M gp

i mapeando a x. Reemplaando i por algún elemento al
cual mapea, podemos asumir que existe mi ∈ Mi mapeando a nx. De nue-
vo reemplazando i, podemos asumir que nxi mi en Mi. Dado que Mi es
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saturado se sigue entonces que xi ∈ Mi y entonces x ∈ M . Por tanto M es
saturado. Daod que la formación de límites directos es la misma en la cate-
goría de monoides conmutativos y grupos, el límite directo monoides Dull
es Dull. �

Definición 2.40. Un monoide M se dice Valuativo si es integral y para todo
x ∈M gp ocurre que x o −x pertenecen a M.

Esto es equivalente a decir que el preorden enM gp definida por la acción
de M es un preorden total. El monoide N es valuativo y si V es un anillo de
valuación, el submonoide V ′ de elementos no cero de V es valuativo. Todo
monoide valuativo es saturado. Si R es un anillo conmutativo, su monoide
multiplicativoR, ·, no es cuasi integral a menos de que sea el monoide cero
ya que · · . Por otro lado, el conjunto R′ de divisores no cero de R forma
un submonoide integral del monoide multiplicativo R. Por ejemplo, Z′ es
integral, y Z′ Z′± es un monoide libre, generado por los números primos.
Si R es un anillo de valuación discreta R′

R′R∗ es generado libremente
por la imagen de un uniforme de R′. Aunque existe un único isomorfismo
de monoides R′R∗ ∼ N, este isomorfismo no es funtorial: si R → S es
una extensión finita de anillos de valuación con índice de ramificación e, el
mapeo inducido R′ → S

′ envía el generador único de R′ a e veces el de S ′.
Si Q es un monoide conmutativo Sharp, los Q-conjuntos libres son muy
rígidos, como la siguiente observación muestra.

Proposición 2.41. Sea Q un monoide conmutativo Sharp, y sea S un Q-
conjunto libre. Entonces cualquier base para S es única bajo isomorfismos.
Explícitamente, toda base i T → S induce una biyección entre T y S\QS.

Demostración. Sea i T → S una base de S. Dado que el mapeo inducido
Q × T → S es biyectivo, i debe ser inyectiva. Verifiquemos que si t ∈ T ,
entonces it ∈ S \QS. Supongamos que it qs con q ∈ Q y s ∈ S. Entonces
existe un úbico q′, t′ ∈ Q× T tal que s q′it′, y también it qq′it′. Entonces
(1,t) y qq′, t son dos elementos de Q × T con la misma imagen en S, por lo
que qq′ . Dado que Q es conmutativo, q ∈ Q∗ y al ser Q Sharp, q . Como
q era arbitrario, it ∈ QS. Por otro lado, supón que s ∈ S \ QS. Dado que
i es una base para S, existe algún q, t ∈ Q × T qit s y s ∈ QS , q y s it.
Entonces el mapeo inducido que va de T a S \QS es también sobre. �

2.4. Ideales, caras y localización.

Definición 2.42. Un ideal de un monoide M es un subconjunto I tal que
para todo q ∈ I y k ∈M tenemos que q k ∈ I .

Definición 2.43. Un ideal I de M es primo si I 6 M y si q k ∈ I entonces
q ∈ I o k ∈ I .
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Definición 2.44. Una cara F de M es un submonoide tal que pq ∈ F implica
que p ∈ F y q ∈ F .

Por ejemplo el conjunto vació es un ideal primo de M, como también el
conjuntoM de no unidades de M. Notemos que cualquier ideal I contenien-
do una unidad u debe ser todo M, ya que de este modo u−u ∈ I , y así para
todo m ∈ M se tendría que m m ∈ I . Por tanto todo ideal propio debe
estar contenido en M . Entonces M es el único ideal propio maximal de M.
Más aún, como el vacío es subconjunto de todo conjunto. tenemos que ∅ es
el único ideal minimal de M. En muchos aspectos un monoide es análogo a
un anillo local.
Definición 2.45. Un homomorfismo de monoides θ P → Q se dice local si
θ−Q P , o de manera equivalente, θ−Q∗ P ∗.

Observemos que dado un monoide M una cara F es justamente un sub-
monoide cuyo complemento es un ideal primo, y un ideal primo P es un
ideal cuyo complemento es una cara. Entonces,

p 7→M \ p
M \ F ←[ F

define una biyección entre las caras y los ideales primos de M.
El conjunto de unidadesM∗ es la cara más pequeña de M ya que su comple-
mento M es el ideal maximal. Además M es la cara más grande ya que su
complemento es ∅ el cual es el ideal minimal. La noción de una cara de un
monoide corresponde a la noción de un subconjunto multiplicativo satura-
do de un anillo.
Como en el caso de anillos, la intersección de una familia de ideales es un
ideal, pero para monoides la unión de una familia de ideales también es un
ideal. Más aún la unión de una familia de ideales primos es un ideal primo
y la intersección de una familia de caras es una cara.
Definición 2.46. Sea M un monoide y T un subconjunto de M. Entonces la
cara generada por T, denota por< T >, es la intersección de todas las caras
que contienen a T.

Esto es análogo al conjunto saturado multiplicativo generado por un sub-
conjunto de un anillo.
Definición 2.47. Sea M un monoide. Definimos el ideal interior IM como
la intsercción de todos los ideales primos no vacíos de M.
Definición 2.48. Sea M un monoide. Denotamos por SpecM al conjunto
de ideales primos de M.
Definición 2.49. Sea M un monoide. Para cada ideal I denotamos por Z(I)
al conjunto de ideales primos de M que contienen a I.
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Entonces si M es un monoide y Iλ es alguna familia de ideales, ∪Iλ es un
ideal de M y Z∪Iλ ∩ZIλ. También si I y J son ideales, también lo es IJ
el conjunto de todos los elementos de la forma i+j con i ∈ I y j ∈ J , y
ZI ∩ZJ ZIJ ZI ∪ J . Por lo tanto el conjunto de todos los subconjuntos
de SpecM de la forma Z(I) con I un ideal es cerrado bajo intersecciones
y uniones finitas, y entonces define una topología en SpecM llamada la
Topología de Zariski. Dado que M tienen un único ideal primo minimal,
SpecM tiene un único punto genérico, es decir,

{∅} ∩{∅}⊂ZIZI

∩I⊂∅ZI

Z∅
SpecM

y en particular es irreducible. Dado que M tiene un único ideal maximal
este tiene un único punto cerrado, es decir,

{M} ∩{M }⊂ZIZI

∩I⊂MZI

∩
I∈SpecM

ZI

{M} .

Definición 2.50. Sea f ∈ M y F la cara generada por dicho elemento. De-
finimos,

Df Sf {p f ∈ p} {p p ∩ F ∅}

Es fácil ver que Sf es un abierto en SpecM , y que el conjunto de este tipo
de subconjuntos forman una base para la topología en SpecM .
Notemos que SpecM nunca es vacío ya que siempre contiene al ideal primo
vacío y al ideal maximal M . Estos dos puntos coinciden si y solo si todo
elemento de M es una unidad, es decir, si y solo si M es un grupo.
Si θ P → Q es un homomorfimos de monoides, tenemos que la imagen
inversa de un ideal es un ideal, la imagen inversa de un ideal primo es un
ideal primo y la imagen inversa de una cara es una cara. Entonces θ induce
un mapeo continuo,

θ∗ SpecQ→ SpecP p 7→ θ−p

La relación de preorden es usado para describir los ideales y las caras de un
monoide, como muestra la siguiente proposición.

Proposición 2.51. Sea S un subconjunto de un monoide Q y P el submonoide
de Q generado por S.
1. El ideal (S) de Q generado por S es el conjunto de todos los q ∈ Q tal que
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s ≤ q, para algún s ∈ S.
2. La cara< S > de Q generada por S es el conjunto P ′ de elementos q ∈ Q
para los cuales existe p ∈ P tal que q ≤ p. En particular, la cara generada
por un elemento p ∈ Q es el conjunto de todos los elementos q ∈ Q tal que
q ≤ np para algún n ∈ N.
3. Si Q es integral, entonces QP es Sharp si y solo si P gp ∩Q es una cara de
Q. En particular si F es una cara de Q, entonces QF es Sharp.

Demostración. 1) Sea T {q ∈ Q s ≤ q, s ∈ S}. Consideremos q ∈ T y
k ∈ Q. Entonces existe s ∈ S tal que s ≤ q. De modo que s ≤ q k y así
q k ∈ T . Por tanto T es un ideal de Q. Además claramente S ⊂ T ya que
s ≤ s. Por otro lado, sea q ∈ T , por lo que existe s ∈ S con s ≤ q. Más aún,
existe f ∈ Q tal que f s q. Sea S ⊂ I ideal de Q. Entonces q f s ∈ I
ya que s ∈ S ⊂ I . Al ser I arbitrario tenemos que q ∈ S. Concluimos por
doble contención que T S.

2) Notemos que un submonoide F de Q es una cara si y solo si F contiene
a q siempre que q ≤ f para algún f ∈ F . Entonces < S > contiene P ′.
Dado que de hecho P ′ es necesariamente una cara de Q conteniendo S, se
sigue que P ′ < S > .

3) Supongamos que Q es integral. Entonces Q/P puede ser identificado
con la imagen de Q en QgpP gp, por la proposición 2.31. De modo que un
elemento q ∈ Q mapea a 0 en QP si y solo si q ∈ Q∩P gp, y q mapea a una
unidad en Q/P si y solo si exist un elemento q′ ∈ Q tal que q q′ ∈ P gp, es
decir, si y solo si q ∈< Q∩P gp >. Esto muestra que Q/P es Sharp si y solo
si Q∩ P gp es una cara de Q. Finalmente notemos que si F es una cara de Q,
y q ∈ Q ∩ F gp, entonces q f ∈ F , para algún f ∈ F ; entonces q ∈ F . �

Corolario 2.52. Sea K un ideal de un monoide Q y
√
K {q ∈ Q nq ∈ K,n ∈ N}

su radical.
1.
√
K es un ideal radical, es decir,

√√
K
√
K

2.
√
K es la intsercción de todos los ideales primos que contienen a K.

3. El mapeo I → ZI induce una biyección entre los ideales radicales de Q
y los subconjuntos cerrados de SpecQ, con inversa S 7→ ∩ {p p ∈ S} .
4. Un subconjunto cerrado S de Q es irreducible si y solo si el correspon-
diente ideal radical es primo.

Demostración. 1) Procedamos por dobel contención. Sea q ∈
√√

K , así
que existe n ∈ N tal que nq ∈

√
K. Nuevamente, existe m ∈ N tal que

mnq ∈ K. De modo que q ∈
√
K. Así

√√
K ⊂

√
K. La otra inclusión es
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clara.
2) Es claro que

√
K está contenido en todo ideal primo conteniendo a K.

Por el contrario, supongamos que q ∈ Q\
√
K y sea f un elemento de la cara

F de Q generada por q. Por la proposición 2.51, existe n y q′ tal que nq f q′.
Dado que nq ∈ K , lo mismo es cierto para f. Esto muestra que F ∩K ∅, y
entonces p Q \ F es un ideal primo de Q conteniendo a K pero no a q.
3) Es claro que ZJ ⊂ ZI si I ⊂ J . Si S es cualquier subconjunto de SpecQ,
entonces ∩S ∩{p p ∈ S} es claramente un ideal radical de Q, y S ⊂
Z∩S , dado que para todo primo p ∈ S , ∩S ⊂ p. Más aún, si I es un ideal
cualquiera de Q y S ⊂ ZI entonces I ⊂ p para todo p ∈ S , y entonces
I ⊂ ∩S y Z∩S ⊂ ZI . Entonces Z∩S es la clausura de S. En particular si S
es cerrado, S Z∩S. Por otro lado, si K es un ideal radical, (2) establece que
K ∩ZK . Esto completa la demostración de (3).
4) Si S es cerrado y Z(S) es un ideal primo p, entonces p ∈ S y S es la
clausura de {p} y entonces es irreducible. Por el contrario, si S es irreducible
a b ∈ ∩S , entonces a b pertenece a todo p ∈ S; entonces todo p contiene a
o b, y también S ⊂ Za ∩ Zb. Ya que S es irreducible, este contiene a Z(a) o
a Z(b). Si por ejemplo S ⊂ Za, se sigue que

√
a ⊂ ∩S ,y dado que ∩S es un

ideal radical se tiene que a ∈ ∩S. Por tanto ∩S es primo. �

Proposición 2.53. Sea M un monoide, S un subconjunto de M y E un M-
conjunto. Entonces existe un M-conjunto, denotado por S−E , en el cual
los elementos de S actuan biyectivamente y un mapeo λS E → S−E
con la siguiente propiedad universal: para cualquier homomorfismo de M-
conjuntos f E → E ′ tal que los elementos de S actúan biyectivamente en
él, existe un único M-mapeo g S−E → E ′ tal que

E

f ""

λ // S−E

g
��
E ′

el diagrama conmuta. El morfiso λS es llamado la localización de E en
S. Un morfismo de M conjuntos φ E → E ′ induce un morfismo φS

S−E → S−E ′; si φ es inyectivo (suprayectivo) entonces φS es inyectivo
(suprayectivo).
Demostración. Sea T el submonoide de M generado por S. El conjuntoS−E
puede ser construido como el conjunto de clases de equivalencia de pares
e, t ∈ E×T , donde e, t ≡ e′, t′ si, y solo si ett′′ e′t′t′′ para algún t′′ ∈ T . Y
definimos λS como

λS E → S−E e→ e,

Y la acción de M en S−E se define como me, t me, t. Veamos ahora que
dichas definiciones satisfacen la propiedad universal.
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Sea θ M → EndS−E el homomorfismo de la acción definida anterior-
mente y s ∈ S. Probemos que θs S−E → S−E es biyectiva. Supongamos
que θsa, b θsc, d, entonces sa, b sc, d. Por lo que existe t ∈ T tal que
sadt scbt. Se sigue que a, b c, d por o que θs es inyectiva.
Sea e, t ∈ S−E. Notemos que st ∈ T ya que s ∈ S. Por lo que claramente
θse, st se, st e, t. En conclusión θs es biyectiva. Sea f E → E ′ con S
actuando biyectivamente en E ′. Sea e, t ∈ S−E definimos g E → E ′

e, t 7→ fte. Entonces,
g ◦ λSe ge, f · e fe

Por lo tanto nuestras definiciones satisfacen la propiedad universal.
Supongamos que φ E → E ′ es inyectiva y que φSe, t φSa, b. Entonces,
φe, t φa, b, y así que existe w ∈ T tal que φebw φatw. Como φ es un
M-morfismo se sigue que φbwe φtwa. Al ser φ inyectiva tendremos que
bwe twa, por lo cual e, t a, b. De modo que φS es inyectiva. �

Sea M un monoide y F una cara de M. Si p M \ F es el ideal primo
correspondiente, escribiremos Ep en lugar de S−E.

Definición 2.54. Un M-conjunto E es llamado M-regular si los elementos
de M actúan inyectivamente en E.

Si este es el caso, el morfismo localización λS E → S−E es inyectivo,
para todo subconjunto S de M.

El caso más importante de la definición anterior es la representación re-
gular, cuando M actúa sobre E M por traslación. Entonces MS S−M
tiene una estructura única de monoide dada por

a, bc, d ac, bd

y para la cual λS es compatible con las M-acciones. El morfismo λS M →
MS está también caracterizado por una propiedad universal: cualquier ho-
momorfismo λ M → N con la propiedad λs ∈ N∗ para cada s ∈ S se
factoriza de manera única a través de MS . De hecho, todo elemento de la
cara < S > generada por S mapea a una unidad en S−M , y λ−SM∗

S < S >.
De hecho, si m ∈< S >, se sigue por la (2) de la proposición 2.51 existe
m′ ∈ M tal que mm′ pertenece al submonoide T de M generado por S.
Entonces λSmm′ es una unidad en MS , por lo que también lo es m′. Por el
contrario, si λSm es una unidad de MS , entonces existe m′ ∈ M y t′ ∈ T
tal que m,m′, t′ ≡ , . Esto significa que existe t ∈ T tal que mm′t t′t.
Dado que tt′ ∈< S >, se sigue que m ∈< S >. Si M es integral, entonces
el mapeo natural S−M →M gp es inyectivo, y S−M puede ser identificado
con el conjunto de elementos en M gp de la forma m− t con m ∈M y t en
la cara de M generada por S. Si θ M → N es un morfismo de monoides
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y S es un subconjunto de M, escribimos S−N para denotar la localización
de N por la imagen de S bajo θ, cuando no hay riesgo de confusión. Note-
mos que si E es un M-conjunto, entonces el monoide localizado MS actúa
naturalmente en ES , y de hecho el mapeo natural MS ⊗M E → ES es un
isomorfismo.

Definición 2.55. Sea Q un monoide.
1. La dimensión de Q es la longitud máxima d de todas las cadenas de ideales
primos

∅ p ⊂ p ⊂ · · · ⊂ pd Q,

es decir la dimensión de krull del espacio topológico SpecQ.
2. Si p ∈ SpecQ, la altura de p, denotada por htp, es la longitud máxima de
una cadena de ideales primos

ph ⊂ · · · ⊂ p ⊂ p p.

Si p es un ideal primo de Q, el mapeo SpecQp → SpecQ inducido por el
mapeo localización λ Q→ Qp es inyectivo e identifica SpecQp con el sub-
conjunto de SpecQ que consiste de aquellos ideales primos que contienen a
p. De manera equivalente, F 7→ λ−F es una biyección entre el conjunto de
caras deQp y el conjunto de caras de Q conteniendo aQ \ p. Esta biyección
preserva la topología y el orden. En particular, todo ideal deQp es inducido
por un ideal de Q. Más aún, tenemos que htp dimQp. Si Q es fino, SpecQ
es un espacio topológico finito. La siguiente proposición será demostrada
hasta después:

Proposición 2.56. Sea Q un monoide integral.
1. SpecQ es un conjunto finito si Q es finitamente generado.
2. dimQ ≤ rankQ

gp, con igualdad si Q es fino.
3. Si Q es fino, todo cadena maximal de ideales primos tiene longitud dimQ.

2.5. Monoides idealizados.

Definición 2.57. Un monoide idealizado es un par M,K , donde M es un
monoide y K es un ideal de M.

Definición 2.58. Un homomorfismo de monoides idealizados
θ P, I → Q, J

es un homomorfismo de monoides P → Q que envía I a J.

Definición 2.59. Un ideal primo de un monoide idealizado (M,K) es un ideal
primo P de M tal que K ⊂ P .

Definición 2.60. Una cara de un monoide idealizado (M,K) es una cara F de
M tal que M ∩ F ∅.
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Definición 2.61. SpecM,K es el conjunto de ideales primos de M,K .

Notemos que SpecM,K es vacío si y solo si K M . Si SpecM,K ∅,
entonces no hay ideales primos de M que contengan a K, por lo que K M .
Por otro lado, si K M y dado que todo ideal primo es propio, tenemos que
no existe p ∈ SpecM tal que M ⊂ p. Por lo que definiremos lo siguiente.

Definición 2.62. Diremos que un monoide idealizado (M,K) es aceptable si
K es un ideal propio de M o M es el monoide cero.

Escribiremos Moni para denotar la categoría de monoides idealizados
aceptables. El funtor Moni→Mon Q, I → Q tiene un adjunta izquierda
completamente fiel, la cual toma un monoide P y lo envía al monoide P, ∅.
Entonces, podemos ver a Mon como una subcategoría completa de Moni.

Observación 2.63. La dimensión de Krull de (M,K) es el supremo la longitud
máxima de las cadenas de ideales primos de (M,K), o de manera equivalen-
te, de una cadena de caras de (M,K). Si C es una cadena maximal de caras,
entonces F ∪C es otra cara de (M,K) y entonces pertenece a C; más aún,
cada miembro de C es una cara de F. Entonces el conjunto de caras de (M,K)
admite elementos maximales, y la dimensión de (M,K) es igual al máximo
de la dimensión de sus caras.

Límites y colímites existen en la categoría de monoides idealizados, y son
compatibles con el funtor olvidadizo a la categoría de monoides.

Observación 2.64. El pushout de un par de homomorfismos ui P, I →
Qi, Ji en la categoría de monoides idealizados está dado por los mapeos ob-
vios vi Qi, Ji → Q, J donde Qi → Q es el pushout como monoides y J es
el ideal de Q generado por las imágenes de Ji.

3. Finitud, convexidad y dualidad

3.1. Finitud.

Proposición 3.1. Un monoide M es finitamente generado si y solo si M∗

es finitamente generado como grupo y M es finitamente generado como
monoide.

Demostración. Si S es un conjunto finito de generadores para M, entonces
cualquier elemento no cero m de M se puede escribir como una suma

∑
nisi

con ni > . Si m es una unidad, entonces cada si lo es, y se sigue que M∗ es
generada por el conjunto finito S ∩M∗. Ya que M →M es sobre, M es fi-
nitamente generado como monoide. Por el contrario, supongamos que {si}
es un conjunto finito de generadores del grupo M∗ y {tj} es un subconjun-
to finito de M cuya imagen en M genera a M como monoide. Entonces el
conjunto, {si,−si, ti} genera a M como monoide. �
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Definición 3.2. Sea M un monoide, X un M-conjunto y S ⊂ X . Decimos
que s ∈ S es un elemento M-minimal de S si, para cualquier s′ ∈ S con
s′ ≤ s se tiene que s ≤ s′.

Si no hay peligro de confusión solo diremos minimal en lugar de M-
minimal. Por ejemplo con la acción regular de M en si mismo, las unida-
des son los elementos minimales de M. Si M es cuasi integral los elementos
minimales del ideal maximalM son llamados irreducibles. Entonces, un ele-
mento c ∈ M es irreducible si y solo si c ∈ M y si c a b, entonces a o b es
una unidad de M.
Proposición 3.3. Sea M un monoide cuasi integral sharp. Entonces todo
conjunto de generadores de M contiene a todos los elementos irreducibles
de M. Si en adición M es finitamente generado, entonces el conjunto de
elementos irreducibles de M es finito y genera a M.
Demostración. El primer enunciado es claro. Supongamos ahora que M es
finitamente generado. Es claro que todo conjunto finito de generadores con-
tiene un conjunto minimal de generadores. Sea S tal conjunto minimal. Vea-
mos que todo elemento x ∈ S es irreducible. Si x y z con y, z ∈ M ,
podemos escribir a y y z como suma de elementos de S, digamos y

∑
ass

y z
∑
bss, donde as, bs ∈ N para todo s ∈ S. Entonces x

∑
css con

cs as bs. Sea S ′ S \ {x}, así que x cxx m′ donde m′ está en el submo-
noide M ′ de M generado por S ′. Si cx , entonces x ∈ M ′ y S ′ genera a
M, contradiciendo la minimalidad de S. Entonces cx ≥ y podemos escribir
cx− x m′ , y al ser sharp implica que cx y m′ . Entonces y axx y z bxx,
donde ax bx . Entonces exactamente uno de los dos de y y z son cero, por lo
que x es irreducible. Ya que S genera a M por hipótesis y al ser los elementos
de S irreducibles, M es generado por su conjunto de elementos irreducibles.
Ya que S contiene a todos los elementos irreducibles de M y es finito, estos
solo pueden ser un número finito. �

Corolario 3.4. El grupo de automorfismos de un monoide sharp fino es fi-
nito y está contenido en el grupo de permutaciones del conjunto de sus ele-
mentos irreducibles.
Demostración. Sea M un monoide sharp y fino. Por la proposición 3.3 tene-
mos que el conjunto de elementos irreducibles S de M es finito y genera a M.
Dado que los automorfismos de M están determinados por sus generadores
y estos son finitos tendremos que el número de automorfismos también será
finito. Sea X el conjunto de sus elementos irreducibles y φ un automorfismo
de M. Veamos que s ∈M es unidad si y solo si φs es unidad. Supongamos s
es unidad, entonces existe t ∈M tal que s t . De modo que φs φt φs t .
Por otro lado si φs es unidad tenemos que φs m . Al ser φ un automorfismo
existe t ∈ M tal que φs t φs φt y por tanto s t . Sea s ∈ X entonces
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por lo anterior φs no es una unidad. Supongamos que φs a b. Luego, por
ser φ un automorfismo existen x, y ∈ M tales que φs φx φy φx y y así
s x y. Dado que s ∈ X tenemos que x o y son unidades, supongamos que
x lo es. Entonces por la observación inicial φx a es una unidad. De modo
que φs ∈ X . Supongamos ahora que φs t ∈ X . Por la observación inicial
tenemos que s no es unidad. Supongamos que s a b. Entonces t φs φa φb,
por lo que φa o φb es unidad, supongamos que φa lo es. Por tanto a es uni-
dad y así s ∈ X . Concluimos que el automorfismo φ permuta los elementos
irreducibles de M y por lo tanto es isomorfo a un subgrupo del grupo de
permutaciones de elementos irreducibles.

�

Definición 3.5. Sea M un monoide y S un M-conjunto. Diremos que S es
noetheriano si todo M-conjunto de S es finitamente generado.

Diremos que M es noetheriano si lo es con la representación regular. Es
claro que una unión finita de M-conjuntos noetherianos es noetheriano, que
un M-subconjunto de un M-conjunto noetheriano es nuevamente noethe-
riano, y que la imagen de un M-conjunto noetheriano es noetheriano. Se
sigue que si M es un monoide noetheriano, entonces uun M-conjunto es
noetheriano si y solo si es finitamente generado como M-conjunto.

Proposición 3.6. Sea M un monoide y S un M-conjunto. Entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:
1. Todo M-subconjunto de S es finitamente generado, es decir, S es noethe-
riano.
2. Toda cadena ascendente S ⊂ S ⊂ ... de M-conjuntos de S es eventual-
mente constante.
3. Toda sucesión s, s, ... en S contiene una subsucecsión creciente.
4. Todo subconjunto no vacío de S contiene un elemento minimal, y solo
hay finitas clases de equivalencia de tales elementos para la relación de equi-
valencia ∼.
5. Todo conjunto no vacío de M-subconjuntos de S tiene un elemento ma-
ximal.
6. El cociente de S por la relación de congruencia ∼ es noetheriano.

Demostración. La equivalencia de (1),(2) y (5) se pueden de la misma forma
que en el caso de módulos sobre anillos. Supongamos que se cumple (2) y sea
s, s, ... una sucesión en S. Para cada i sea si el M-subconjunto de S generado
por si y Si s ∪ ... ∪ si. Entonces S ⊂ S ⊂ ..., así que por (2), existe algún
N ∈ N tal que Sj SN para todo j ≥ N . Entonces para todo j ≥ N existe
i ≤ N tal que sj ≥ si. Ya que hay infinitos j y finitos i, tiene que existir un
i ≤ N y una sucesión j < j < ... tal que si ≤ sjk para todo k. Entonces,
reemplazando s, s, ... por la subsucesión si, sj , sj , ..., podemos asumir que
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si ≤ sj para j > . Repitiendo este proceso, podemos asegurar que s ≤ sj
para j > y así sucesivamente.
Para probar que (3) implica (4) primero observemos que cualquier sucesión
decreciente en S es eventualmente una sola clase de equivalencia bajo ∼.
De hecho, (3) implica que existe una sucesión creciente ij j ∈ Z tal que
si , si , ... es creciente. Entonces todo los si con i ≥ i son equivalentes. De
hecho, si i ≥ i, elegimos j tal que ij ≥ i, y entonces

si ≥ si ≥ sij ≥ si .

Aora si T es un subconjunto no vacío de S, tomamos un elemento t de T. Si
t es M-minimal, no hay nada que hacer; si no, entonces existe t ∈ T tal que
t ≤ t y t � t. Si t es M-minimal, está hecho, y si no, existe t con t ≤ t y
t � t. Continuando de esta forma, podemos encontrar una sucesión t, t, ...
de elementos de T tal que ti � ti− para tod i. Como hemos visto, tal sucesión
debe terminar, por lo que podemos encontrar un elemento M-minimal de T.
Si hubiera un número infinito de clases de equivalencia de tales elementos
minimales, podríamos encontrar una sucesión infinita s, s, ... de elementos
todos pertenecientes a distintas clases de equivalencia, y por (3) tal sucesión
debería contener una subsuseción creciente. Pero entonces s ≤ s y s � s,
contradiciendo la minimalidad de s, lo cual prueba (4).
Supongamos que (4) se cumple y sea T un M-subconjunto de S. Por (4), exis-
te un conjunto finito T ′ de elementos minimales de T tal que todo elemento
minimal es equivalente a algún elemento de T ′. Sea t un elemento arbitrario
de T y Tt {s ∈ T s ≤ t}. Entonces Tt no es vacío y así por (4) contiene un
elemento minimal t′′. Notemos que si t′′′ ∈ T y t′′′ ≤ t′′, entonces t′′′ ∈ Ttm
y entonces t′′′ ∼ t′′, por la minimalidad de t′′. Entonces t′′ es de hecho un
elemento minimal de T, y entonces es equivalente a algún elemento t′ ∈ T ′.
Ya que t′′ ∈ Tt, t m t′′ m′ t′ para algunosm,m′ ∈M . Entonces el conjunto
finito T ′ genera a T. Esto prueba (1).
Sea π S → S ∼ la proyección natural y S ′ un M-subconjunto de S. Note-
mos que si s′ ∈ S ′ y s ∈ S y s ∼ s′, entonces s ∈ S ′. De modo queS ′ π−πS ,
por lo que π induce una biyección entre la familia de M-subconjuntos de
S y los de S ∼. Entonces (5) se cumple para S si y solo si se cumple para
S ∼. �

Corolario 3.7. Todo monoide dull es noetheriano, y un monoide es noethe-
riano si y solo si su sharperización es noetheriano.

Lema 3.8. Si P y Q son son noetherianos, entonces P ⊕ Q es noetheriano.
En particular si Q es noehteriano, enotnces Q⊕N es también noetheriano.

Demostración. Sea pi, qi una sucesión enP⊕Q. Dado que P es noetheriano,
existen una sucesión creciente n en N tal que tal que la subsucesión pin es
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creciente. De manera análoga si Q es noetheriano tenemos que existe m en
N tal que qinm

es creciente, por lo que pinm
, qinm

también es creciente. �

Lema 3.9. Toda relación de congruencia en un monoide finitamente gene-
rado es finitamente generado (como relación de congruencia).
Demostración. La demostración de este lema se puede consultar en [Ogu18].

�

Teorema 3.10. Un monoide finitamente generado es noetheriano y finita-
mente presentado. Por el contrario, un monoide noetheriano, sharp y cuasi
integral es finitamente generado.
Demostración. Es inmediato ver que si M → M ′ es sobre y M es noethe-
riano, entonces M ′ es noetheriano. Entonces se sigue del Lema anterior y
por inducción que todo monoide finitamente generado es noetheriano. El
hecho de que un monoide finitamente generado es finitamente representa-
do se sigue del lema anterior.
Por otro lado, supongamos que M es sharp, cuasi integral y noetheriano.
Podemos asumir que M no es el monoide cero. Por (4) de la proposición 3.6
al subconjunto no vacío M de M, podemos ver que el conjunto S de ele-
mentos minimales de M es finito y no vacío. Más aún, todo elemento de M
puede ser escrito como suma de elementos de S. Entonces M es finitamente
generado. �

Corolario 3.11. Un monoide M cuasi integral es noetheriano si y solo si M
es finitamente generado.
Demostración. Supongamos que M es noetheriano. Entonces por el corola-
rio 3.7 tenemos queM es noetheriano. Dado que M es cuasi integral tamién
M lo es. De igual forma recordemos que M siempre es sharp. Por el Teore-
ma 3.10 se sigue queM es finitamente generado. Supongamos ahora queM
es finitamente generado. Por el Teorema 3.10 se tiene queM es noetheriano
y finitamente representado. Por el corolario 3.7 se sigue que M es noethe-
riano. �

Corolario 3.12. Si M es un monoide finitamente generado, cualquier M-
subconjunto de un M-conjunto finitamente generado es finitamente gene-
rado, y de hecho es generado por un conjunto finito de elementos minimales.
Proposición 3.13. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto finitamente gene-
rado. Supongamos que qs 6 s para todo s ∈ S y para todo q ∈ Q. Entonces
S es generado por S \QS . En particular, siQS S , entonces de hecho S ∅.
Demostración. Sea {s, ..., sn} un conjunto finito de generadores para S.
Después de omitir algunos elementos, que ningún subconjunto propio ge-
nera a S. Entonces es suficiente probar que cada si ∈ QS. Si sn ∈ QS ,
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entonces existe q ∈ Q y s ∈ S tal que sn sq, y dado que {s, ..., sn} ge-
nera a S, existen i ≤ n y q′ ∈ Q tal que s q′si. Entonces sn qq′si, y si
i < n el conjunto {s, ..., sn−} contradiciendo la minimalidad de S. Se sigue
que i n así que sn qq′sn. La hipótesis entonces implica que qq′ es unidad
contradiciendo que q ∈ Q. �

Definición 3.14. Un ideal propio q ⊂ M es primario si ax ∈ q para cual-
quier a ∈M \ √q y x ∈ q.

Proposición 3.15. Sea M un monoide noetheriano.
1. Si q es un ideal primario de M, entonces su radical√q es primo, y existe
un elemento x de M tal que√q {a ax ∈ q}.
2. Todo ideal de M puede ser escrito como la intsercción de de un número
finito de ideales primarios.
3. SiK q∩ ...∩qn donde cada qi es un ideal primario de M, sea Fi M \

√
qi

y F F ∩ ... ∩ Fn. Entonces M \K es estable bajo la multiplicación por F.

Demostración. Supongamos que p es primario, y a ∈ √p pero ax ∈ √p.
Entonces existe n ∈ N tal que anxn ∈ p, y como q es primario, se sigue que
xn ∈ q y por tanto x ∈ √q. Entonces√q es primo. Para cada x ∈M \q, sea
Kx {a ax ∈ q}. Entonces Kx ⊂

√
q. Más aún, como M es noetheriano,

existe x ∈M \q tal queKx no está propiamente contenido en en cualquier
Kx′ . Veamos que de hecho Kx

√
q. De hecho, si b ∈ √q, entonces alguna

potencia de b pertenece a √q, y entonces existe un n ∈ N tal que bnx ∈ q
pero bnx ∈ q. Sea x′ bnx. EntoncesKx ⊂ Kx′ , y por maximalidadKx Kx′ .
Ya que b ∈ Kx′ , se sigue que b ∈ Kx, completando la demostración de (1).
Si (2) no se cumpliera, podríamos encontrar un ideal de M que es maxi-
mal entre todos los ideales que no admiten una descomposición primaria.
Tal ideal K debería ser necesariamente propio. Para a ∈ M \

√
K , sea

Kn {x anx ∈ K}. Entonces K ⊂ K ⊂ K ⊂ ..., por lo que existe un
n ∈ N tal que Kn Kn. Notemos que si x ∈ K ∩ an, podemos escribir
x any ∈ K para algún y ∈ M , y ax any. Entonces y ∈ Kn Kn, por lo
que x any ∈ K. Esto implica que K ∩ an ⊂ K , y entonces K K ∩ K ′

con K ′ K ∪ an. Ya que a ∈
√
K , K ′ estrictamente contiene a K y en-

tonces admite una descomposición primaria. Entonces K no admite unna
descomposición, y entonces K K. Esto significa que x ∈ K para cualquier
ax ∈ K , suponiendo como antes que a ∈

√
K. Hemos demostrado de hecho

que K es primario, otra contradicción.
Para (3) supongamos que fm ∈ K , donde f ∈ F y m ∈ K. Entonces
fm ∈ qi para todo i y ya que f ∈ √qi, se sigue que m ∈ qi para todo i, por
lo que m ∈ K. �
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Definición 3.16. Un homomorfismo de monoides es exacto si el siguiente
diagrama

P

��

θ // Q

��
P gp

θgp
// Qgp

es cartesiano.

Proposición 3.17. Los siguientes enunciados se cumplen.
1. Si M es un monoide, el mapeo diagonal M M → M ×M es exacto si y
solo si M es integral.
2. Un homomorfismo exacto θ P → Q es local, y es inyectivo si P es sharp.
3. Sea θ P → Q un homomorfismo de monoides integrales. Entonces θ es
exacto si y solo si para cualquier p, p ∈ P , θp ≥ θp implica que p ≥ p.
4. En la categoría de monoides integrales, el pullback de un homomorfismo
exacto es exacto.
5. Sea P un submonoide de un monoide integral Q. Entonces la inclusión
i P → Q exacta si y solo si Q \ P es estable bajo la acción de P en Q.

Demostración. Los detalles de la demostración se pueden encontrar en [Ogu18].
�

Lema 3.18. Sea P un submonoide exacto de un monoide fino sharp Q y un
subconjunto no vacío de P gp. Entonces un elemento s de es P-minimal in
si y solo si θgps es Q-minimal en θgp.

Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que P y Q son
sharp. Entonces θgp es inyectivo, ya que θ es exacto. Sea s un elemento de .
Es claro que s es P-minimal en si θs es Q-minimal en θgp. Por otro lado, si
s′ ∈ y θgps′ < θgps entonces q θgps− θgps′ ∈ Q y se sigue de la exactitud
de θ que p s− s′ ∈ P . Entonces S no puede ser P-minimal en S. �

Lema 3.19. Si θ P → Q es un homomorfismo exacto de monoides inte-
grales y Q es saturado, entonces P también es saturado.

Demostración. Supongamos que x ∈ P gp y nx ∈ P . Entonces nθx θnx ∈
Q, y ya que Q es saturado, se sigue que θx ∈ Q. Como Q es exacta conclui-
mos que x ∈ P , es decir, que P es saturado. �

Teorema 3.20. 1. Sea θ P → Q un homomorfismo exacto de monoides
integrales. Supón que S es un P-subconjunto de P gp cuya imagen en Qgp

está contenida en un Q-conjunto noetheriano. Entonces S es un P-conjunto
noetheriano.
2. Todo submonoide exacto de un monoide fino (respectivamente satura-
do,tórico) es fino (respectivamente saturado, tórico).
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3. Una cara de un monoide integral es un submonoide exacto. Toda cara de
un monoide afín es finitamente generado.
4. Toda localización de un monoide fino es saturado.
5. El ecualizador E de dos morfismos de monoids integrales θi P → Q es
un submonoide exacto de P. Si P es fino (saturado), entonces lo mismo es
cierto para E.
6. El producto fibrado de unn par de monoides finitamente generados (fino,
saturado) sobre un monoide integral es finitamente generado (fino, satura-
do).
7. Si P → Q es un homomorfismo de monoides finos, entonces la relación
de congruencia E. P ×Q P es finitamente generada como un monoide y
en particular como una congruencia en P.
8. Sea P y Q monoides. Si Q es fino y P es finitamente generado, entonces
Hom(P,Q) es tamién fino. Si Q es saturado, Hom(P,Q) también es saturado.
Demostración. Los detalles de la demostración se pueden encontrar en [Ogu18].

�

Corolario 3.21. Si P es un monoide integral y E es una relación de con-
gruencia en P, entonces P/E es integral si y solo si E → P × P es exacto.
En particular, si P y P/E son finos, entonces E también es fino.
Demostración. De hecho la relación de congruencia E determinada por un
homomorfismo sobre π P → Q de monoides integrales es solo el ecua-
lizador de los dos aplicaciones π ◦ p, π ◦ p y entonces por el teorema 3.20
tenemos que es un submonoide exacto de P × P . Por otro lado, sea E una
relación de congruencia en P la cual es un submonoide exacto de P × P
y π P → Q el mapeo cociente. Entonces π es el coecualizador de los dos
aplicaciones E → P . Para probar que Q es integral, sean q, q, q ∈ Q tales
que q q q q, y elegimos pi y p en P tales que πpi qi y πp q. Entonces
e p, p p, p ∈ E , por lo que se sigue que p, p ∈ Egp ∩ P × P . Ya que E es
un submonoide exacto, se sigue que p, p ∈ E y entonces πp πp. Si P y PE
son finos, entonces E también es fino. �

Corolario 3.22. Sea Q un monoide integral finitamente generado, L un gru-
po abeliano finitamente generado, y L→ Qgp un homomorfismo. Entonces
L×Qgp Q es un monoide finitamente generado.
Demostración. Este corolario es un caso especial de (6) del teorema 3.20.

�

Observación 3.23. Sea Q un monoide integral. Un subconjunto K de Qgp

que es invariante bajo la acción de Q es llamado un ideal fraccionario. El
mapeo natural π Q→ Q induce una biyección entre el conjunto de ideales
fraccionarios de Q y deQ, y esta biyección toma ideales fraccionarios finita-
mente generados y los envía a ideales fraccionarios finitamente generados.
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Proposición 3.24. Supongamos que θ P → Q es un homomorfismo exacto
de monoides finos, y que K es un ideal fraccionario finitamente generado de
Q. Entonces J θ−K es un ideal fraccionario de P finitamente generado.

Demostración. Este corolario es una consecuencia inmediata de (1) del Teo-
rema 3.20. �

3.2. Dualidad.

Definición 3.25. Sea Q un monoide. Definimos HQ HomQ,N.

Proposición 3.26. Sea Q un monoide fino y F una cara de Q. Entonces existe
un homomorfismo h Q→ N tal que h− F .

Demostración. Los detalles de la demostración se pueden encontrar en [Ogu18].
�

Corolario 3.27. Sea Q un monoide fino y x un elemento de Qgp. Entonces
x ∈ Qsat si y solo si hgpx ≥ para todo h ∈ HQ.

Demostración. Si x ∈ Qsat entonces nx ∈ Q para algún n ∈ Z, y entonces
hgpx ≥ para todo h ∈ HQ. Supongamos ahora que hgpx ≥ para todo
h ∈ HQ. Sea Q′ el submonoide de Qgp generado por Q y −x y escogemos
un homomorfismo local h Q′ → N. Entonces hgpx ≥ y h−x ≥ , por
lo que de hecho, h−x . Ya que h es local, −x ∈ Q′∗. Entonces x ∈ Q′, y
escribimos x −xm q con m ∈ N y q ∈ Q, por lo que vemos que m x q así
que x ∈ Qsat. �

Teorema 3.28. Sea Q un monoide fino.
1. El monoide H(Q) es fino, saturado y sharp.
2. El mapeo natural HQgp → HomQgp,Z se factoriza a través de un iso-
morfismo

ε HQgp → HomQ
gp
,Z.

3. El mapeo de evaluación ev Q → HHQ se facotira a través de un iso-
morfismo

ev Q
sat → HHQ.

Entonces el funtor H induce una involución contravariante de la categoría
de monoides tóricos sharp. En particular, esta categoría es dual en si misma.

Demostración. El primer enunciado se sigue inmediatamente de (8) del teo-
rema 3.20. Ya que HQ → HomQ,Z es inyectivo, también lo es el mape
HQgp → HomQ,Z. Cualquier elemento h de H(Q) necesariamente ahni-
quila aQ∗, así que este mapeo se factoriza a través de un mapeo ε siendo ade-
más inyectivo. Para probar que es sobre, sea h Q → N un homomorfismo
local y sea S un conjunto finito de generadores paraQ. Para g ∈ HomQ,Z,
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existe n ∈ Z tal que nhs ≥ gs para cada s ∈ S. Entonces nhq ≥ gq para to-
do q ∈ Q, así que h′ nh− g ∈ HQ. Entonces g nh− h′ ∈ HQgp ∼ HQgp

como queríamos.
Ya que HHQ es fino,saturado y sharp, ev se factoriza a través de un mapeo
ev. Sea x, x ∈ Qsat con evx evx, y sea x − x ∈ Qgp Entonces hx para
todo h ∈ HQ. Se sigue del corolario anterior que x y−x pertenecen aQsat,
así que x ∈ Qsar∗. Entonces x x en Qsat lo cual prueba la inyectividad
de ev. Para la suprayectividad supongamos que g ∈ HHQ. Ya que Qgp es
un grupo finitamente generado, el mapeo que va de Qgp a su doble dual es
sobre. Entonces existe un elemento q ∈ Qgp tal que evq g, es decir, tal que
hq gh para todo h ∈ HQ. Entonces Hq ≥ para todo h ∈ HQ, por lo que
q ∈ Qsat como se quería. �

Corolario 3.29. Sea Q un monoide fino. Un subconjunto S de Q es una cara
de Q si y solo si existe un h ∈ HQ tal que S h−. Para cada S ⊂ Q, sea S⊥

el conjunto de h ∈ HQ tal que hs para todo s ∈ S , y para T ⊂ HQ, sea
T⊥ el conjunto de q ∈ Q tal que tq para todo t ∈ T . Entonces F 7→ F⊥

induce ina biyección entre el conjunto de caras de Q y el conjunto de caras
de H(Q), y F F⊥⊥ para cualquier cara de ambos.
Demostración. El primer enunciado se sigue de la proposición 3.28. Es claro
que si S es cualquier subconjunto de Q, entonces S⊥ es una cara de H(Q)
y T⊥ es una cara de Q si T es cualquier subconjunto de H(Q). Más aún,
S⊥ ⊂ S⊥ si S ⊂ S y S ⊂ S⊥⊥. Sea F una cara de Q. Por la proposición
3.26 existe h ∈ HQ tal que h− F . Entonces h ∈ F⊥ y si q ∈ F⊥⊥,
hq por lo que q ∈ F . Entonces F F⊥⊥ y entonces el mapeo ⊥ que va del
conjunto de caras de Q al conjunto de caras de H(Q) es inyectivo y el mapeo
⊥ y el mapeo ⊥ del conjunto de caras de H(Q) al conjunto de caras de Q es
sobre. Entonces el mapeo que va del conjunto de caras de H(Q) al conjunto
de caras de H(H(Q)) también es inyectivo. Por un corolario el mapeo Q→
Qsat induce una biyección entre los correspondientes conjuntos de caras, y
entonces por (3) del teorema 3.28, ev identifica el conjunto de caras de Q
con el conjunto de caras de H(H(Q)). Se sigue que ⊥ es biyectivo. �

Corolario 3.30. Si Q es un monoide fino entonces Qsat es fino. De hecho,
la acción de Q en Qsat definida por el morfismo Q → Qsat hace a Qsat un
Q-conjunto finitamente generado.
Demostración. Ya que Qsat∗ está contenido en Qgp, es un grupo abeliano
finitamente generado. El teorema 3.28 implica queQsat es fino, y ya queQsat

es integra, se sigue de la proposición 3.1 que Qsat es finitamente generado,
y entonces fino. Elegimos un conjunto finito de generadores de T de Qsat

como monoide, y para todo t ∈ T , elegimos nt ∈ N tal que ntt ∈ Q.
Entonces {

∑
jtt jt ≤ nt} genera a Qsat como Q-conjunto. �
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Corolario 3.31. Si π Q′ → Q es un homomorfismo sobre de monoides,
entonces Hπ HQ→ HQ′ es inyectivo y exacto.

Demostración. Es claro que Hπ es inyectiva si π es sobre. Más aún, por (2)
del teorema 3.28, podemos ver un elemento h de H(Q) como un homomor-
fismo Q→ Z, y vemos que h ∈ HQ si y solo si h ◦ π ∈ HQ′. �

Corolario 3.32. Sea Q un monoide fino sharp. Entonces Q es isomorfo a un
submonoide de Nr ⊗ T para algún r ∈ N y algún grupo finito T . Si Qgp es
libre de torsión, podemos tomar T . Si Q es saturado, entonces es isomorfo
a u submonoide exacto de algún Nr.

Demostración. Supongamos que P es fino y sharp. Por (8) del teorema 3.20,
el monoide P HQ es fino y sharp, y por (2) del teorema 3.28, P gp HQgp ∼
HomP gp,Z. Entonces HomP gp,Z ∼ HP gp es un grupo libre finitamente
generado. Se sigue que el kernel del mapeo natural

Qgp → HomP gp,Z ∼ HP gp

es el subgrupo de torsión T de Qgp. Eligiendo una descomposición, Qgp ∼
HP gp ⊕ T y un morfismo sobre Nr → P . Por el corolario 3.31, H(P) es en-
tonces un submonoide exacto deHNr ∼ Nr. Entonces la inyección natural,

Q→ Qgp → HP gp ⊕ T

se factoriza a través de la inclusión HP ⊕ T ⊂ HP gp ⊕ T , y Q es un
submonoide de Nr ⊕ T ya que HP ⊂ Nr. Más aún, por (3) del teorema
3.28, el mapeo natural Q → HP se factoriza a través de un isomorfismo
Qsat → HP . Entonces si Q también es saturado, Q ∼ HP , un submonoide
exacto de Nr. �

Observación 3.33. Recordemos que el interior de un monoide es el comple-
mento de todas sus subcaras propias. Notemos que si Q es fino, entonces un
elemento h ∈ HQ está en el interior de H(Q) si y solo si h Q → N es
un morfimos local. De hecho, por el corolario 3.29, h está en el interior de
H(Q) si y solo si h⊥ no contiene ninguna cara no trivial de Q, es decir, si y
solo si h⊥ Q∗

Proposición 3.34. Sea Q un monoide sharp fino, d el rango deQgp y h Q→
N un homomorfismo local. Para cada número real r definimos

Bhr {q ∈ Q hq < r} .

Entonces existen constantes reales positivas c y C tales que, para todo r � ,

crd < ]Bhr < Crd.
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Demostración. El subgrupo de torsión T deQgp es finito, y el cocienteQgpT
es un grupo abeliano libre de rango d. Por el teorema 3.28, H(Q) es finita-
mente generado y sharp, y entonces por la proposición 3.3 este tiene un
único conjunto de generadores minimal {h, ..., hm}. Ya que h es local, per-
tenece al interior de H(Q), por una observación anterior. Entonces la cara
de H(Q) generada por h es todo H(Q), y en particular contiene a cada hi.
Por la proposición 2.51, esto quiere decir que para cada i existe un ni tal que
nih ≥ hi en H(Q). Elijamos n ≥ ni para todo i. Entonces Bhr ⊂ ∩iBhi

nr
para todo r ∈ R. Ya que Q es sharp, (2) del teorema 3.28 implica que
HQgp ∼ HomQgp,Z y consecuentemente {h, ..., hm} genera al Q-espacio
vectorial HomQgp,Q. Ya que este espacio tiene dimensión d, el conjunto
{h, ..., hm} contiene una base, la cual podemos suponer es {h, ..., hd}. En-
tonces el mapeo Qgp ⊗ Q → Qd x ⊗ 7→ hx, ..., hdx es un isomorfismo e
induce ina inyección entre la imagen Q′ de Q en QgpT a Nd. Si q ∈ Bhr, su
imagen en Nd vive en {I, ..., Id ≤ Ii ≤ nr}, un conjunto de cardinalidad
nrd. Ya que la cardinalidad de las fibras del mapeoQ→ Q′ está acotada por
el orden de t en T, se sigue que ]Bhr ≤ t nrd. Entonces si C t nrd y r ≥ ,
la cardinalidad de Bhr está acotada por Cdr.
Por otro lado, cualquier conjunto de generadores para el monoide Q tam-
bién genera al d-dimensional Q-espacio vectorial Q⊗Qgp, y entonces con-
tiene un subconjunto {q, ..., qd} cuya imagen forma una base. Entonces el
homomorfismo θ Nd → Q enviando I, ..., Id a

∑
Iiqi es inyectivo. Sea

n max {hq, ..., hdqd} y sea c nd−d. Entonces ]Bhr ≥ crd para r ≥ nd. De
hecho, si r ≥ nd, sea m rnd, y notemos que

rnd ≥ m ≥ rnd− ≥ rnd.

El conjunto {I Ii ≤ m, i , ..., d} tiene cardinalidad md y su imagen en Q
también tiene cardinalidad md ≥ md ≥ crd y está contenido en Bhr. �

3.3. Monoides valuativos y valuaciones. Recordemos que un monoide Q
es valuativo si para todo x ∈ Qgp se tiene que x o −x están en Q.

Definición 3.35. Si L es un grupo abeliano y Q,Q son submonoides de L,
diremos que Q domina a Q si Q ⊂ Q y el mapeo inclusión es local.

Esto define un orden el conjunto de submonoides de L.

Proposición 3.36. Sea L un grupo abeliano. Entonces un submonoide Q de
L es un elemento maximal para la relación de dominación si y solo si es va-
luativo yQgp L. Todo submonoide de L está dominado por tal monoide. Si
l es finitamente generado, entonces todo submonoide finitamente generado
de L es dominado por un monoide valuativo finitamente generado Q con
Qgp L.
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Demostración. Supongamos primero que Q es un submonoide de L y es ma-
ximal bajo dominación. Entonces Q ⊂ Qsat ⊂ L y por (4) de una proposi-
ción anterior, el homomorfismo Q → Qsat es local. Entonces Qsat domina
a Q, y entonces Q Qsat. Ahora para probar que Q es valuativo, sea x ∈ L,
y consideremos el submonoide P de L generado por Q y x. Si P domina a
Q, entonces P Q y claramente x ∈ Q. Si no, existe q ∈ Q y p ∈ P con
p q . Escribimos p q′ nx con n > . Entonces q q′ nx . Esto muestra que
−nx ∈ Q, y entonces −x ∈ Qsat Q. Ya que x fue un elemento arbitrario
de L, se sigue que Qgp L. Si P es un submonoide de L dominando a Q y
p ∈ P , entonces p o−p pertenecen a Q. Pero si−p pertenece a Q, entonces
al ser −p una unidad en P también lo será en Q, así que p pertenece a Q en
cualquier caso. Esto muestra que Q P .
Supongamos que P es un submonoide de L. Entonces el conjunto SP de sub-
monoides de L que dominan a P es no vacío, y la unión de cualquier cadena
en SP contiene un elemento maximal. Si L y P son finitamente generados,
entonces por un corolario

P v {w ∈ HomL,Z < w, p >≥ , p ∈ P}
es un submonoide finitamente generado de HomL,Z. Sea w L → Z un
elemento en el interior de P v. Entonces w define un homomorfismo local
P → N. Ya que N es valuativo, Q w−N es valuativo y claramente Qgp L.
Más aún,Q {w}v y entonces es finitamente generado. Ya que w se factoriza
a través deñ homomorfismo P → Q → N y es local, se sigue que P → Q
también es local, así que Q domina a P. �

Proposición 3.37. Sea Q un monoide no cero, integral y sharp. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:
1. Q es valuativo y finitamente generado.
2. Q es isomorfo a N.
3. dimQ y Q es saturado y finitamente generado.
4. Q es saturado y Qgp ∼ Z.

Demostración. Dado que Q es no cero y sharp, su ideal maximal Q es no
vacío. Si Q es finitamente generado, entonces por la proposición 3.3, Q es
generado por los elementos minimales de Q. Si Q es valuativo la relación
de orden en Q es un orden total y Q tiene un solo elemento minimal q.
Entonces existe un homomorfismo sobre N → Q, y ya que Q es integral y
sharp, este homomorfismo es un isomorfismo. Entonces (1) implica (2). Es
obvio que (2) implica (1) y (3). S i(3) se cumple entonces por la proposición
2.56, Qgp tiene rango uno. Ya que Q es sharp y saturado, Qgp es libre de
torsión, y entonces (4) se cumple. Si (4) es cierto, tomamos un isomorfismo
φ Qgp → Z. Ya que φ es inyectivo, φq 6 para todo q ∈ Q; elegimos q ∈ Q
con mínimo |φq| y ajustamos el signo de φ tal que n φq > . Entonces se
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sigue por ser sharp Q que φ mapea Q a N. Si x ∈ Qgp es el elemento tal que
φx , entonces φnx φq, entonces nx q ∈ Q. Ya que Q es saturado tenemos
que x ∈ Q, y por la minimalidad de |φx|, necesariamente n . Entonces
φQ Q→ N es inyectivo y suprayectivo, por tanto un isomorfismo. �

Corolario 3.38. Todo monoide fino saturado de dimensión uno es isomorfo
a ⊕ N para algún grupo abeliano finitamente generado . Si Q es tórico
entonces Q ∼ Zr ⊕ N para algún número natural r.
Demostración. Si Q es tal monoide, el resultado anterior implica que existe
un isomorfismo φ Q→ N. Sea q ∈ Q con φq . Entonces el homomorfismo
Q∗ ⊕N→ Q que envía 1 a q es un isomorfismo. Ya que Q es fino, Q∗ es un
grupo abeliano finitamente generado y si Q es tórico, entonces Q∗ es libre
de torsión, por tanto libre. �

Corolario 3.39. Sea p un ideal primo de altura uno de un monoide fino Q.
Entonces Qsat

p es valuativo y existe un único epimorfismo
vp Qgp → Z

tal que v−p N ∩Q p. Más aún, Qsat
p {x ∈ Qgp vpx ≥ } .

Demostración. Sabemos queQgp ∼ Qsatgp, queQsat es fino por el corolario
3.30 y que SpecQsat → SpecQ es un homeomorfismo. Entonces podemos
reemplazar Q porQsat, y entonces asumir que Q es saturado. EntoncesQp es
saturado, así queQp

gp es libre de torsión, y ya que p tiene altura uno, dimQp

. Por la proposición anterior, Qp es valuativo y entonces también lo es Qp.
Más aún, existe un único isomorfismo Qp ∼ N, y sea vp la composición de
Qgp ∼ Qgp

p → Qp
gp con el isomorfismo inducido Qp

gp → Z. Es claro que
v−p NQp y que v−p N− p. La unicidad de vp es verificada fácilmente. �

Corolario 3.40. Sea Q un monoide fino saturado Q. Entonces,
Q {x ∈ Qgp vpx ≥ , htp }
Q∗ {x ∈ Qgp vpx , htp }

En particular, Q es la intsercción en Qgp del conjunto de todas sus localiza-
ciones en sus ideales primos de altura uno.
Demostración. Sea p un ideal primo de altura uno y G su cara complemen-
taria, una careta de Q. Entonces {x ∈ Qgp vpx ≥ } QG y {x ∈ Qgp vpx }
Ggp. Entonces los enunciados (3) y (2), respectivamente implican los dos
enunciados del corolario. �

Proposición 3.41. Sea Q un monoide fino y WQ el monoide libre en el con-
junto de ideales primos de altura uno de Q. (Este conjunto es finito.) Para
q ∈ Q sea

vq
∑
{vpqp htp } ∈ WQ.
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Entonces v Q → WQ es un homomorfismo local. Más aún, vq vq si y solo
si existe algún n ∈ Z tal que nq nq en Q, y v es exacta si y solo si Q es
saturado.

Demostración. Es claro que v Q → WQ es un homomorfismo de monoi-
des. Para ver que v es local, notemos que su objetivo es sharp y por el coro-
lario anterior, vq implica que q es una unidad de Qsat y entonces también
de Q. El mismo corolario también implica que v induce un homomorfismo
exactoQsat → Q. Entonces si q, q ∈ Q con vq vq, tenemos que q−q es una
unidad en Qsat y así que existe n ∈ Z tal que nq − nq ∈ Q∗. Esto implica
que nq nq. Hemos visto ya que v es exacto si Q es saturado, y el converso
se sigue del hecho de que un submonoide exacto de un monoide saturado es
saturado. �

4. Variedades tóricas afines

4.1. Álgebras monoidales y esquemas monoidales. Sea R un anillo con-
mutativo fijo, usualmente el anillo de enteros Z o un campo, y sea AlgR la
categoría de R-álgebras.

Definición 4.1. Sea Q un monoide. El álgebra R-monoidal de Q es la R-
álgebraRQ, la cual al ser tratada como R-módulo es libre con base Q, equipa-
da con la estructura de anillo única que hace al mapeo inclusión e Q→ RQ
un homomorfismo de monoides entre Q y el monoide multiplicativo de
RQ.

Si p, q ∈ Q usaremos la notación aditiva para Q por lo que tenemos que
ep q epeq. Y escribiremos ep en lugar de ep. Por ejemplo RN es el álgebra
polinomial RT donde T e.

Sea Am el funtor que toma una R-álgebra y la envía a su monoide multi-
plicativo. Notemos que dar un homomorfismo de monoides Q → AmA es
equivalente a dar un morfismo de R-álgebrasRQ→ A. Por lo queHomRQ,A ∼
HomQ,AmA. De este modo, el funtor Q → RQ es adjunto izquierdo del
funtor Am.

Definición 4.2. Sea Q un monoide y A una R-álgebra. Un homomorfismo
Q→ AmA lo llamaremos un carácter A-valuado de Q.

Definición 4.3. Una R-álgebra equipada con un carácter de Q es llamada
una Q-álgebras.

Dado que el funtor Q 7→ RQ es una adjunta izquierda, este automática-
mente conmuta con límites y colímites. Por ejemplo si Q es la suma amal-
gamada de θi P → Qi, entonces RQ ∼ RQ ⊗RP RQ.
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El conjunto AQA de caracteres A-valuados de Q tiene una estructura na-
tural de monoide:

· AQA× AQA→ AQA θ, θ 7→ θθ

Q→ AmA a 7→
Entonces podemos ver a AQ como un funtor

AQ AlgR →Mon

A 7→ AQA.

Y dado un morfismo de R-álgebras f A→ B, le asociamos un morfismo

g AQA→ AQB φ Q→ Am 7→ f ◦ φ
donde f lo consideramos como un morfismo entre sus respectivos monoides
multiplicativos.

El funtor AQ es representado por el par RQ, e ya que la transformación
natural

e HomRQ,− → AQ

eA HomRQ,A→ AQA

φ RQ→ A 7→ eAφ Q→ AmA

es un isomorfismo natural por la adjunción de Q→ RQ.
Utilizaremos la misma notación AQ tanto para el funtor como para el

esquema SpecRQ que representa.

Definición 4.4. Un S-esquema es un esquema X con un morfismo de esque-
mas X → S.

Definición 4.5. Un objeto de monoide en una categoría C con productos
finitos y objeto final S es una tripleta M,m, , con M un objeto en C, m
M × M → M y S → M , que satisface que los siguientes diagramas
conmuten:
i) Asociatividad

M ×M ×M
m×id

��

id×m // M ×M
m
��

M ×M m
// M.

ii) Identidad

S ×M M × S
×id
�� ((

id× // M ×M
m
��

M ×M m
// M
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iii) Conmutatividad

M ×M

m
&&

p,p // M ×M
m
��
M

Observación 4.6. Dar un objeto de monoide en C es equivalente a dar un
funtor contravariante que va de C a la categoría de monoides tal que el
funtor restringido a la categoría de conjuntos es representable. Para más
detalles consulte [CSS13].
Definición 4.7. Un S-esquema monoidal es un objeto de monoide en la ca-
tegoría de S-esquemas.

Cuando consideremos S SpecR, escribiremos R-esquema monoidal en
lugar de SpecR-esquema monoidal.

Consideremos el R-esquema afín AQ SpecRQ y veamos que es un R-
esquema monoidal. Consideremos los morfismos de R-álgebras:

m]
Q RQ→ RQ⊗RQ ep 7→ ep ⊗ ep

]
Q RQ→ R

∑
q

aqe
q 7→

∑
q

aq

Dado que el funtor Spec es contravariente este induce morfismos de es-
quemas:

mQ AQ × AQ → AQ, Q SpecR→ AQ.

Tenemos que SpecR es un objeto final en la categoría de R-esquemas.
Dado que id⊗m]

Q ◦m
]
Q m]

Q ⊗ id ◦m
]
Q, esto implica que mQ ◦ id×mQ

mQ ◦ mQ × id, por lo que se satisface i). De igual forma se puede ver que
la condición ii) y iii) se satisface. Por tanto, AQ SpecRQ es un R-esquema
monoidal.

Entonces la sección identidad Q del esquema monoidal AQ está dada por
el homomorfismo de monoides Q→ AmR q 7→ .
Definición 4.8. Se define el vértice de AQ como la sección vQ de AQ indu-
cida por el morfismo Q → AmR que envía q ∈ Q a 0 si q ∈ Q y a 1 si
q ∈ Q∗.
Observación 4.9. El funtor Am es isomorfo al funtor AN. Sea A una R-
algebra, entonces

AmA A, ·, ∼ HomN, A
donde un elemento a corresponde con el homomorfismo de monoides n 7→
an, y un morfismo N→ A → b lo envíamos al elemento b en N.
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La siguiente proposición muestra que Q puede ser recuperado usando el
funtor AQ con su estructura de esquema monoidal.

Proposición 4.10. Supón que SpecR es conexo. Entonces el funtor

Q 7→ AQ

que va de la categoría de monoides a la de esquemas monoidales sobre R es
completamente fiel:

HomP,Q ∼ HomAQ, AP

Demostración. Sea θ] AQ → AP un homomorfismo de esquemas. Este
corresponde con un morfismo de anillos θ RP → RQ. Dado queQ→ RQ
es inyectivo, un morfimos P → Q es determinado por el homomorfismo
correspondiente RP → RQ. Esto prueba que el funtor es fiel.
Sea θ RP → RQ un homomorfismo de R-algebras. Para cada p ∈ P
escribimos,

θep
∑
q∈Q

aqpe
q

con aqp ∈ R. Decir que θ corresponde con un homomorfismo de monoides
es equivalente a decir que los siguientes diagramas conmutan:

RP
θ //

]
P
��

RQ

]
Q
��

R
id

// R

RP
θ //

m]
P

��

RQ

m]
Q

��
RP ⊗RP

θ⊗θ
// RQ⊗RQ

El segundo diagrama dice que, para cada p ∈ P ,∑
q,q′

aqpaq′pe
q ⊗ eq′

∑
q

aqpe
q ⊗ eq,

es decir, que aqpaq′p es igual a cero si q 6 q′ y igual a aqp si q q′. El primer
diagrama dice que

∑
q∈Q aqp para cada p ∈ P . Dado que SpecR es conexo,

todo idempotente es 0 o 1, ya que aqp y aq′p son ortogonales si q 6 q′ existe
un único elemento βp ∈ Q tal que aqp si q 6 βp y aqp si q βp. Entonces
β es una función P → Q tal que θ ◦ e e ◦ β. Ya que θ es un homomorfismo
de monoides β también lo es como se quería. �
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Corolario 4.11. Supon que el SpecR es conexo y Q es un monoide.
1. El monoide de caracteres de AQ, es decir, de morfismos AQ → Am, es
canonicamente isomorfo a Q.
2. El monoide de cocaracteres de AQ, es decir, de morfismos Am → AQ, es
canonicamente isomorfo a HQ HomQ,N.

Demostración. Notemos que,
HomN, Q→ Q

f N→ Q 7→ a 7→ a

g N→ Q 7→ a←[ a

son homomorfismos de monoides e inversas una de la otra. Por lo queHomN, Q ∼
Q como monoides. Tomando P N en la proposición anterior tenemos que,

Q ∼ HomN, Q
∼ HomAQ, AN

∼ HomAQ, Am.

El punto es simplemente tomar los monoides Q y N en ese orden en la pro-
posición anterior. �

Si Q es un monoide y A una R-algebra,AQgpA es precisamente el conjunto
de elementos invertibles de AQA, es decir, AQgpA A∗

QA.

4.2. Conjuntos de monoides y módulos de monoides.

Definición 4.12. Sea E un R-módulo. Definimos VE como el funtor que
toma una R-algebra A y lo envía al conjunto de funciones R-lineales E →
A.

Este funtor es representado por el algebra simétrica SE y el elemento uni-
versal de VE(SE) es la inclusión E → SE. Para más detalles sobre esto
consultar [DG71]. Esto quiere decir,

V EA HomRE,A HomAlgRSE,A

para todo R-algebra A. El conjunto VE(A) tiene una estructura natural de
A-módulo definiendo las operaciones puntualmente.
Esto define transformaciones naturales,

µ V E × V E → V E, ψ Id× V E → V E,

tal que para toda R-algebra A,

µA V EA× V EA→ V EA

f, g 7→ fg
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y
ψA A× V EA→ V EA

a, g 7→ ag

donde Id es el funtor identidad en la categoría de R-álgebras. Notemos
que este funtor es representado por la línea afín sobre R, es decir, por el
SpecRx. Esto es cierto al definir la siguiente transformación natural,

φ Id→ HomAlgRRx,−

tal que para todo A ∈ AlgR,

φA A→ HomAlgRRx,A

a 7→ φAa Rx→ A
n∑
i

bix
i 7→

n∑
i

bia
i

con inversa,
φ−
A HomAlgRRx,A→ A

ψ Rx→ A x 7→ b 7→ b.

Además para todo f A → B, si g HomAlgRRx,A → HomAlgRRx,B
tenemos que claramente φB ◦ f g ◦ φA.
Llamaremos también VE al R-esquema que representa, es decir,V E SpecSE.
Notemos que un elemento e ∈ E define una transformación natural e
V E → Am donde eAα αe para toda R-algebra A y todo α E → A ∈
V EA. Notemos también que e es compatible con las acciones deAm aeAα
eAaα para todo A y a ∈ A.

Proposición 4.13. Para cualquier R-módulo E, el mapeo natural

E →MorAm
V E,Am e 7→ e

es un homomorfismo de R-conjuntos. Por consiguiente, el funtor V de la
categoría de R-módulos a la categoría de Am-conjuntos es completamente
fiel.

Demostración. Es fácil ver que e 7→ e es un morfismo de R-conjuntos ya que
claramente re re para todo e ∈ E y r ∈ R. Para probar que es biyectivo,
comencemos notando que la acción deAm en VE está dada por el morfimos
único de R-algebras λE SE → RT ⊗ SE enviando cada e ∈ E a T ⊗ e.
Se sigue que λEf

∑
d T

d⊗ fd para todo f
∑

d fd ∈ SE , donde fd ∈ SdE.
Por Yoneda, cualquier homomorfismo de funtores η V E → Am está dado
por un homomorfismo de anillos θ RT → SE el cual es determinado por
el elemento f θT en SE. Un elemento α ∈ V EA induce un morfismo de
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R-algebras α SE → A, y ηα αf . Entonces η es un morfismos de Am-
conjuntos si y solo si el diagrama

RT

m]

��

θ // SE

λE

��
RT ⊗RT

id⊗θ
// RT ⊗ SE

conmuta. Pero λE ◦ θT
∑

d T
d⊗fd y id⊗ θ ◦m]T id⊗ θT ⊗T T ⊗f .

Entonces el diagrama conmuta si y solo si f f, es decir, si y solo si f ∈ E ⊂
SE. �

Definición 4.14. Sea Q un monoide. Una acción de Am en VE es una trans-
formación natural mE AQ × V E → V E que satisface las reglas usales de
monoides y que es compatible con la estructura de Am-conjunto en VE.

En otras palabras la definición anterior quiere decir que V E debe ser un
AQ, Am-biconjunto. El mapeomE está dado por un homomorfismos SE →
RQ⊗SE , y la compatibilidad con laAm-acción implica quemE es inducido
por un morfismo θE E → RQ⊗R E. El morfismo mE va a ser una acción
en de Am en VE si y solo si θE es una coacción de R[Q] en E, es decir, que
los siguientes diagramas conmuten

E

idE $$

θE// RQ⊗ E
Q⊗idE
��
E

E

θE
��

θE // RQ⊗ E
m]

Q⊗idE
��

RQ⊗ E
idRQ⊗θE

// RQ⊗RQ⊗ E.

Para todo e ∈ E escribimos,

θEe
∑

q ⊗ πqe ∈ RQ⊗R E.

Entonces cada πq es un endomorfismo R-lineal de E. Los dos diagramas
aseguran que πpπq 6 si p 6 q y que

∑
πq idE . Entonces la familia {πq q ∈ Q}

define una descomposición en suma directa E ⊕{Eq q ∈ Q}, donde Eq

es la imagen del idempotente πq. Esta descomposición no es nada más que
una Q-graduación del R-módulo E, y la correspondiente acción de AQA en
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V EA está dada por
α, ve

∑
q

αqveq

para todo α ∈ AQA, v ∈ V EA y e
∑
eq en E. Todo esto se encuentra en

la siguiente proposición.

Proposición 4.15. Sea Q un monoide. Entonces la construcción E 7→ V E
induce un funtor completamente fiel de la categoría de R-módulos Q-graduados
a la categoría de biconjuntos AQ, Am.

Generalicemos la ideal anterior considerando R-módulos graduados por
un Q-conjunto S en lugar de Q.

Definición 4.16. Si S es un Q-conjunto, R[S] es el R-módulo libre con base
S y equipado con la estructura única de R[Q]-módulo compatible con la
acción de Q en S.

El funtor S 7→ RS es adjunto izquierdo del funtor que envía un R[Q]-
módulo a si mismo tratándolo como Q-conjunto. Se sigue que si {si i ∈ I}
es una base para S como Q-conjunto, entonces {esi i ∈ I} es una base para
R[S] como un Q-módulo. Si S y S ′ son Q-conjuntos, existe un isomorfismo
natural RS ⊗Q S

′ ∼ RS ⊗RQ RS
′.

Definición 4.17. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto. Entonces un R[Q]-
módulo S-graduado es un funtor que va de la categoría TS a la categoría de
R-módulos.

La información de un R[Q]-módulo S-graduado E es equivalente a tener
una colección de R-módulos {Es s ∈ S} tal que para todo q ∈ Q y s ∈ S
existe una función R-lineal hq Es → Esq tal que hq ◦ hq′ hqq′ y h id.
Entonces ⊕sEs es un R[Q]-módulo en el sentido usual.
Para ver esto supongamos queE TS →ModR es un funtor. Entonces para
todo s ∈ S definimos Es Es un R-módulo. Y definimos

hq Es → Esq e 7→ q e.

Claramente esta definición respeta la composición y es tal que h Id. Por lo
que ⊕Es es un R[Q]-módulo.

Consideremos el funtor
V S AlgRQ → Ens

el cual envía una R[Q]-álgebra A al conjunto de todos los Q-morfismos
S → A, donde A es visto como un Q-conjunto vía el carácter Q → A
que viene de su estructura de R[Q]-álgebra. Notemos que VS(A) tiene una
estructura natural de A-módulo al definirse puntualmente. El funtor VS
es representable por un esquema afín sobre AQ, el cual vamos a denotar
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también por VS. De hecho, si A es cualquier R[Q]-álgebra, entonces dar
un morfismo de R[Q]-módulos RS → A es equivalente a dar un morfis-
mo de Q-conjuntos S → A. Entonces tenemos un isomorfismo de funtores
V S ∼ V RS en la categoría AlgRQ. Por las observaciones iniciales sabemos
que

V S ∼ V RS ∼ HomSRS,−

por lo que el esquema asociado es V S SpecSRS. Se sigue por la proposi-
ción 4.13 que R[S] puede ser identificado con el conjunto deAm-morfismos
V S → Am.
Tenemos un morfismo natural V S → AQ → SpecR. Sea AS el esquema
VS visto sobre SpecR. Explícitamente, si A es una R-álgebra,

ASA
{
α, σ α ∈ AQA, σ ∈ V SA, α

}
.

La multiplicación puntual define un mapeo,

mS AS × AS → AS

el cual es bilineal con respecto a la acción de Am. El correspondiente ho-
momorfismo de R[Q]-módulos es RS → RS ⊗RS s 7→ s⊗ s. La función
constante S → R s 7→ induce el morfismo S SpecR → AS y entonces
mS, S da a AS la estructura de R-esquema monoidal. El morfismo natural
AS → AQ es un morfismo de R-esquemas monoidales.

Definición 4.18. Sea E un R[Q]-módulo y S un Q-conjunto. Entonces una
estructura equivariante deAS, Am-biconjuntos en VE es una acción monoi-
dal,

mE AS × V E → V E

que es bilineal con respecto a la Am estructura en AS y VE, y tal que el
diagrama

AS × V E

��

mE // V E

��
AQ × AQ mQ

// AQ

conmuta.
Si E es S-graduado y A es una Q-álgebra, entonces un elemento de VE(A)
puede ser visto como una colección de aplicaciones R-lineales ns Es → A
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tal que para cada s ∈ S y q ∈ Q el diagrama

Es

hq

��

ns // A

αq

��
Eqs nqs

// A

conmuta, donde α Q→ A es el morfismo de la estructura Q-álgebra de
A. Sea β, σ un elemento de ASA. Entonces α′ βα es un elemento de AQA
y podemos definir

n′
s Es → A σsns

Uno puede ver fácilmente que η′ satisface el diagrama anterior con α′ en
lugar de α. Entonces β, ση η′ define la acción deseada; la bilinealidad y la
compatibilidad con mQ son inmediatas.

Proposición 4.19. Sea S un Q-conjunto. La construcción anterior define
un funtor completamente fiel que va de la categoría de R[Q]-módulos S-
graduados a la categoría de As, Am-biconjuntos equivariantes.

Demostración. Sea E un R[Q]-módulo yµ AS×V E → V E una estructura
equivariante de AS, Am-biconjuntos en VE. Entonces AS × V E es repre-
sentado por SRS ⊗RQ SE. Dado que µ es compatible con la acción de Am,
se sigue por la proposición 4.13 que µ es inducido por un homomorfismo de
R[Q]-módulos:

µ] E → RS ⊗R E.

La compatibilidad de µ conmQ implica que este homomorfismo es lineal so-
bre el homomorfismo µ]

Q. El hecho de que µ es una acción monoidal implica
que los siguientes diagramas conmuten:

E

idE $$

µ]

// RS ⊗R E

]
S⊗idE
��
E

E

µ]

��

µ]

// RS ⊗R E

m]
s
��

RS ⊗R E
id

RS⊗µ]
// RS ⊗R RS ⊗R E

Si e ∈ E , escribimos µ]e
∑
s ⊗ πse. Entonces cada πs E → E es un

mapeo R-lineal, y estos diagramas dicen que
∑

s πs idE y πs ◦πt δs,tπt. En
otras palabras, {πs s ∈ S} es la familia de proyecciones correspondientes a
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la descomposición en suma directaE ⊕Es. Si e ∈ Es, entoncesµtextitsharpe
s⊗ e y, dado que µ] es lineal sobre mQ,

µ]qe q ⊗ qµ]e q ⊗ qs⊗ e q s⊗ qe,
asi que qe ∈ Eqs. Entonces el mapeo hq Es → Eqs e → eq es R-lineal, y
{Es, hq} define una S-graduación en el R[Q]-módulo E. Esto muestra como
la S graduación es determinada por la estructura de biconjunto, y se sigue
que el funtor es completamente fiel. �

Observación 4.20. Sea F una cara de un monoide integral Q, S un Q-conjunto,
y E un R[Q]-módulo S-graduado. Entonces la localización EF de E en F,
es naturalmente un RQF -módulo SF -graduado. Para cualquier t ∈ Sf y
f ∈ F , la multiplicación por ef define un isomorfismo de la componen-
te de EF de grado t a la componente de grado f+t. Dado que todos estos
isomorfismos conmutan, podemos identificar todas las componentes EF,ft

para todo f ∈ F . Estas componentes puede ser calculadas como sigue. Pa-
ra cada s ∈ S , hay un sistema directo

{
ef Es → Efs f ∈ F

}
, donde F es

equipada con el orden monoidal estándar. Entonces uno ve fácilmente que,
para cualquier s ∈ S mapeado a cualquier f t ∈ SF ,

lim−→
{
ef Es → Esf f ∈ F

}
∼ EF,t.

4.3. Caras, orbitas y trayectorias. El funtor AlgR →Mon que envía una
R-algebra a su monoide multiplicativo se puede levantar naturalmente por
el funtor AlgR → Moni enviando una R-algebra A al monoide idealizado
A, ·, , {}. Si K es un ideal del monoide Q, entonces el R[Q]-módulo R[K] es
un ideal de R[Q], y el cociente

RQ,K RQRK

es un R-módulo libre con base Q \K.

Definición 4.21. Sea Q un monoide y K un ideal de Q. Llamaremos aRQ,K
el algebra monoidal del monoide idealizado (Q,K).

Sea AQ,K el funtor que toma una R-algebra A y la envía al conjunto de
morfismos idealizados Q,K → A, . Veamos que este funtor esta represen-
tando por RQ,K , es decir, que

AQ,KA HomMoniQ,K,A, ∼ HomAlgRRQ,K,A.

Esto se cumple al considerar la transformación natural,

φ HomMoniQ,K,− → HomAlgRRQ,K,−
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tal que para todo A ∈ AlgR,
φA HomMoniQ,K,A, → HomAlgRRQ,K,A

φ Q,K → A, 7→ ϕ RQ,K → A
∑

aieqi 7→
∑

aiφqi

con inversa,
φ−
A HomAlgRRQ,K,A→ HomMoniQ,K,A,

ϕ RQ,K → A
∑

rieqi 7→
∑

riaqi 7→ φ Q,K → A, q 7→ aq.

Además si f A→ B es un morfismo de R-álgebras, y

g HomQ,K,A, → HomQ,K,B, ϕ Q,K → A, 7→ f ◦ ϕ

h HomRQ,K,A→ HomRQ,K,B λ RQ,K → A 7→ f ◦ λ

.
Entonces, claramente φB ◦g h◦φA, por lo que φ si define un isomorfismo

natural.
De igual forma denotaremos por AQ,K al R-esquema que representa, es

decir,AQ,K SpecRQ,K . Entonces tenemos queAQ,K es un R-subesquema
cerrado del esquema AQ, y la proposición 4.15 muestra que es invariante
bajo la acción deAQ en si mismo. Dicho de otro modo,AQ.K es un ideal del
monoide AQ.
En particular, sea p un ideal primo de Q y F Q\p su correspondiente cara.
La inclusión F → Q define un homomorfismo de R-álgebras RF → RQ, y
esto a su vez define un homomorfismo de esquemas,

rF AQ → AF .

La composición del mapeo RF → RQ con el homomorfismo

i]p RQ→ RQ, p f 7→ f

induce un isomorfismo de R-álgebras RF → RQ, p, ya que induce una
biyección en los elementos de la base. Este isomorfismo de anillos define un
isomorfismo de esquemas AQ,p → AF , y entonces tenemos

iF AF → AQ

el cual es la composición del inverso del isomorfismo anterior con la inmer-
sión cerrada ip. Entonces,

i]F e
q

{
eq q ∈ F

otro caso
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Veamos por ejemplo que si Q es sharp entonces AQ,Q ∼ SpecR. Dado
que Q es sharp, tenemos que Q Q \ {}. Consideremos el homomorfismo,

φ RQRQ → R

ae 7→ a.

el cual claramente es biyectivo. Por tanto, al ser RQRQ ∼ R, tendremos
que SpecR ∼ SpecRQRQ.

Proposición 4.22. Sea F una cara de un monoide integral Q, iF , rF los mor-
fismos definidos anteriormente, y sea iQF la inmersión cerrada inducida por
la proyección Q→ QF . Sea S el espectro del anillo base R.
1. Estos homomorfismos se ajustan a un diagrama conmutativo con cuadra-
dos cartesianos:

S

F

��

vQF // AQF

iQF

��

π // S

F

��
AF iF

// AQ rF
// AF

En este diagrama F es el punto S-valuado correspondiente a la sección iden-
tidad del esquema monoidal AF y vQF es el vértice del esquema monoidal
AQF . La composición rF ◦ iF es idAF

.
2. El mapeo rF es un morfismo de esquemas monoidales, y el morfismo iF
es compatible con las acciones del esquema monoidal AQ en sí mismo y en
el esquema ideal AF .
3. Si Q es fino, entonces iF es una “strong deformation retrac”. Esto es, existe
un morfismo

f AQ × Am → AQ

tal que f◦j iF ◦rF , f◦j id, y f◦iF×id iF ◦pr, donde j, j AQ → AQ×Am

están dados respectivamente por las secciones 0 y 1 deAm y pr AF×Am →
AF es la proyección.

Demostración. La inmersión cerrada iF preserva la ley de conmposición pa-
ra el esquema monoidal AF y AQ pero no la sección identidad de la estruc-
tura de esquema monoidal, así que AF no puede ser considerado como un
submonoide de AQ. Por otro lado, la inclusión F → Q define un morfismo
RF → RQ y entonces un mapeo rF AQ → AF . Dado que rF es induci-
do por un homomorfismo de monoides, es un homomorfismo de esquemas
monoidales. Se sigue de la definición que rF ◦ if idAF

. Entonces rF , iF son
morfismos de AQ-conjuntos, y rFa rFa · arFA para todo a ∈ AQA.
Uno puede ver fácilmente los dos cuadrados conmutan. Todos los morfismos
en el rectángulo exterior son aplicaciones identidad, así que es cartesiano, así
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que automáticamente el cuadrado izquierdo es cartesiano si el de la izquier-
da lo es. El ultimo enunciado asegura que el ideal de la inmersión cerrada
iQF es el ideal I generado por el conjunto de todos los ef − tal que f ∈ F .
De hecho es evidente que i]QF aniquila todos estos elementos y se factoriza
a través del morfismo RQI → RQF . Por otro lado, el mapeo Q → RQI
envía F a 1, y entonces se factoriza Q/F la propiedad de mapeo universal.
Esto da el mapeo inverso RQF → RQI .
Si Q es fino, entonces por la proposición 3.1, existe un morfismo h Q→ N
tal que h− F . Este h define un morfismo t Am → AQ; en puntos A-
valuados ta ah, donde ah es el morfismo Q→ A q 7→ ahq. Sea

f AQ × Am → AQ

la composición de idAQ
× t con el mapeo multiplicación mQ de la estruc-

tura monoidal de AQ. En puntos A-valuados, f envía α, a a αah. Sea i, i las
secciones correspondientes al punto 0 y 1, y j, j los aplicaciones correspon-
dientes AQ → AQ ×Am. Podemos ver que f ◦ j iF ◦ rF y que f ◦ j id en
los puntos A-valuados. La segunda ecuación es obvia, y para la primera solo
tenemos que observar que fα, a αh.Finalmente, si α pertenece a la imagen
de iF entonces para todo a ∈ A, fα, aq αqahq αq, ya que αq cuando
hq 6 . Esto prueba que iF es deformación retracta fuerte. �

Corolario 4.23. Si Q es un monoide fino, entonces AQC, equipada con la
topología compleja, es conexo si y solo si Q∗ es libre de torsión. Si Q es
sharp entonces AQC es contractible.

Demostración. La proposición anterior implica queAQC yAQ∗C tienen el
mismo tipo de homotopía. Ya que el subgrupo de torsión deQ∗ se identifica
con el grupo de componentes conexas del grupo algebraico AQ∗ , se sigue
que AQC y AQ∗C son conexas si y solo si Q∗ es libre de torsión. Si Q es
shar, entonces el esquema AQ∗ se reduce a un solo punto, así que AQC es
contractible. �

Cuando k es un campo y Q es un monoide integral, el monoide AQk
admite una estratificación explícita indexada por las caras de Q. Si x ∈
AQk HomQ, k, sea Fx x−k∗, una cara de Q. Si x y z son puntos de AQk,
entonces

Fxz Fx ∩ Fy.

Notemos que x es cero fuera de F(x) e induce un mapeo Fxgp → k∗ el cual
de hecho determina a x. Entonces podemos ver un punto de AQk como un
par F, x′ donde F es una cara de Q y x′ es un homomorfismo F gp → k∗.
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Proposición 4.24. Sea Q un monoide fino, k un campo y F una cara de Q.
Entonces el conjunto de todos los y ∈ AQk tal que Fy F es

A∗
Fk AF gpk ⊂ AFk,

un subconjunto de zariski abierto de AFk. Si x y y son dos puntos de AQk,
entonces los siguientes son equivalentes:
1. Fy ⊂ Fx
2. y ∈ AFxk
3. Existe un z ∈ AQk tal que y zx.
Demostración. Identificamos un punto y ∈ AQk con el correspondiente
caracter Q → k. Entonces Fy ⊂ Fx si y solo si yQ \ Fx , es decir, si y
solo si y ∈ AFxk; entonces se tiene la equivalencia de (1) y (2). Por (3) del
teorema 3.20, F es fino, así que A∗

F es Zariski denso y abierto en AF , y la
inclusión A∗

Fk ⊂ AFk ⊂ AQk identifica A∗
Fk con el conjunto de todos los

y tal que Fy F . Si Fy ⊂ Fx, definimos z Q→ k como zq si q ∈ Q \Fx
y zq yqxq si q ∈ Fx. Entonces usando el hecho de que F es una cara de
Q, uno puede ver que de hecho z ∈ AQk y y zx. Entonces (1) implica
(3) y el converso es claro. Si Fx Fy F , entonces xy define un morfismo
F gp → k. Si k es algebraicamente cerrado, k∗ es divisible, y si QgpF gp es
libre de torsión, la sucesión F gp → Qgp → QgpF gp se divide. En cualquier
caso, existe una extensión z de xy a Qgp, la cual define un punto de A∗

Q tal
que y xz. �

Esta proposición describe la acción deA∗
Qk enAQk donde k es un campo.

Proposición 4.25. Sea θ P → Q un homomorfismo de monoides integrales,
escribimosQgpP gp porCokθgp, yA∗

QP AQgpP gp . EntoncesA∗
QP actúa natu-

ralmente en AQ, visto como un objeto sobre AP . Para cada cara F de Q, los
subfuntores AQF

⊂ AQ y AF ∼ AQ,pF
son estables bajo esta acción. Más

aún, el subgrupo AQPF de A∗
QP actúa trivialmente en el subfuntor cerrado

AF ∼ AQ,pF
de AQ.

Demostración. Sea A un anillo conmutativo y supongamos que γ ∈ A∗
QPA

y α ∈ AQA. Entonces γθp para todo p ∈ P y entonces γαθp αθp.
En otras palabras, γ actúa en AQ como un objeto sobre AP . Más aún, para
todo q ∈ Q, γq ∈ A∗. En particular, γqαq si y solo si αq , y aplicando
esto para todo q ∈ pF , vemos que γα ∈ AQ,pF

A si y solo si α ∈ AQ,pF
A.

Similarmente, γqαq ∈ A∗ si y solo si αq ∈ A∗, y aplicando esto para todo
q ∈ F vemos que αγ ∈ AQF

A si y solo si AQF
A. Ahora supongamos que

γ ∈ AQPFA y α ∈ AFA ∼ AAQ,pF
A. Finalmente notemos que γqαq αq

para todo q ∈ Q ya que si q ∈ pF entonces αq , y q ∈ F entonces γq . �

Observación 4.26. Observa que el homomorfismo Qgp → QgpP gp induce
un homomorfismo de esquemas A∗

QP → A∗
Q identificando A∗

QP como el
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kernel del morfismo A∗
Q → A∗

P . La acción de A∗
QP en AQ viene dada por,

mQP AQ × A∗
QP → AQ.

Este homomorfismo corresponde al homomorfismo de monoides:

θ Q→ Q⊗QgpP gp q 7→ q ⊗ q.

Sea α, γ ∈ AQA× A∗
QPA y q ∈ Q,

α, γm]
QP q mQPα, γq

αγq

αqγq

α, γq, q

α, γθq

La acción de A∗
QP en AQ induce un mapeo,

hQP AQ × A∗
QP → AQ ×AP

AQ α, γ 7→ α, αγ

Este mapeo corresponde al homomorfismo de monoides

φ Q⊕P Q→ Q⊕QgpP gp q, q 7→ q, q, q.

Notemos que los morfismos inducidos

Qgp ⊕P gp Qgp → Qgp ⊕QgpP gp, A∗
Q × A∗

QP → A∗
Q ×A∗

P
A∗

Q

son isomorfismos. El inverso del morfismo φgp es

Qgp ⊕QgpP gp → Qgp ⊕P gp Qgp x, y 7→ x− y, y.

4.4. Geometría local de las variedades tóricas afines.

Proposición 4.27. Sea P un monoide integral y R un anillo.
1. Si P gp es libre de torsión y R es un dominio entero, entonces R[P] es un
dominio entero.
2. Si en adición P es finitamente generado y R es normal, RP sat es la nor-
malización de R[P]. Entonces en este caso R[P] es normal si y solo si P es
saturado.
3. Si P es fino, el morfismo π SpecRP → SpecR es fielmente plano y de
representación finita. Más aún, la dimensión de krull de las fibras de π es
el rango de P gp. Si en adición el rango del subgrupo de torsión de P gp es
invertible en R, entonces las fibras son geométricamente reducidas.

Demostración. Los detalles de la demostración se pueden encontrar en [Ogu18].
�
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Para ver que la hipótesis de que P gp es libre de torsión si es necesaria,
consideremos el submonoide P de Z ⊕ ZZ generado por p , y q , . Este
es sharp y fino, pero RP ∼ Rx, yx − y , el cual no es un dominio entero ya
que x − y no es un ideal primo.

Proposición 4.28. Sea Q un monoide fino, k un campo y AQ Spec kQ.
Si p es un ideal primo de Q y F Q \ p es su cara correspondiente, entonces
la altura de p en Q es la codimensión del subesquema cerrado AF de AQ.

Demostración. Notemos que en estos enunciados estamos usando la inmer-
sión cerrada iF para identificar AF y AQ,p. La dimensión de AF es el rango
de F gp y la dimensión de AQ es el rango de Qgp, así que la codimensión del
subconjunto cerrado localmenteAF deAQ es el rango deQgpF gp. Esta es la
altura de p como ideal primo de Q por la proposición 2.56. �

Teorema 4.29. Si R es un anillo Cohen-Macaulay noetheriano, y P es mo-
noide saturado fino, entonces el anillo monoidal RP es también Cohen-
Macaulay.

Demostración. Los detalles de la demostración se pueden encontrar en [Hoc72].
�

4.5. Ideales en algebras monoidales. Sea P un monoide integral y R un
anillo no cero. Recordemos que si K es un ideal de P entonces RK es un
ideal de RP . Además, si K es la intersección de una familia de ideales Kλ,
entonces

RK ∩RKi.

Definición 4.30. Un anillo R es llamado reducido si no tiene elementos no
cero idempotentes.

Definición 4.31. Un anillo conmutativo con unidad es normal si para cada
ideal primo p la localización Rp es un dominio entero y es cerrado en su
campo de fracciones.

Proposición 4.32. Sea Q un monoide integral, R un anillo reducido y K
un ideal de Q. Supongamos que el orden del subgrupo de torsión de Qgp es
invertible en R. Entonces el anillo RQ,K es reducido si y solo si K es un
ideal radical de Q.

Demostración. Recordemos que Q \ K → RQ,K q 7→ eq es una base
para RQ,K . Entonces es claro que si RQ,K es reducida, entonces K debe
ser un ideal radical, ya que de otro modo existiría q ∈ Q \ K y n ∈ N tal
que nq ∈ K , y entonces eq sería un nilpotente no cero de R[Q,K]. Para el
converso, primero notemos que si K es primo, su complemento es una cara
F de Q, y RF ∼ RQ,K . Más aún, RF ⊂ RF gp ∼ RZr ⊕ T donde T es un
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grupo finito cuyo orden es invertible en R. Se sigue que RF gp y R[F] son
reducidos. Si K es un ideal radical de P, entonces es la intersección de todos
los ideales primos pλ que lo contienen, y se sigue que R[Q,K] es la intsercción
de todos los ideales RQ, pλ. Ya que cada uno de estos es reducido, también
lo es R[Q,K]. �

Proposición 4.33. Sea R un dominio entero, P un monoide tórico y p ∈ P .
Entonces las componentes irreducibles de SpecRP, p son precisamente los
conjuntos cerrados definidos por los ideales primos de P de altura uno con-
teniendo a p. Si P es saturado y R es normal, cada una de estas componentes
irreducibles es normal.

Demostración. Sea p un ideal primo de P y G su cara correspondiente. Ya
que RG ∼ RP, p, tenemos que es un dominio entero y es normal si R es
normal y G es saturado por la proposición 4.27. Por un corolario, el ideal√
p de P puede ser escrito como la intersección de primos de altura uno

conteniendo a p, p ∩ ... ∩ pn. Concluimos que SpecRP, p SpecRP, p ∪
...∪ SpecRP, pn. Como hemos visto, cada una de estas partes es irreducible
y entonces estas son de hecho las componentes irreducibles de RP, p. Si P
es saturado, también lo es cada una de las caras Gi P \ pi, y entonces si R
es normal, también lo es cada RP, pi ∼ RGi. �

Esta proposición muestra que los divisores de Weil con soporte en un
subconjunto cerrado de SpecRP definido por un elemento de P provienen
de ideales en P.

Definición 4.34. Sea P un monoide integral y R un anillo. Si f
∑

p apfe
p

es un elemento de RP y S es un subconjunto de RP , entonces:
1. σf {p ∈ P apf 6 }, σS ∪{σf f ∈ S}
2. K(f) es el ideal de P generado por σf , y KS ∪{Kf f ∈ S} .

Notemos que KS es un ideal de P, ya que la unión de ideales es un ideal.
Más aún, para todo p ∈ P y f ∈ RP ,

σepf p σf.

Sea p p′ ∈ p σf . Entonces,

app′e
pf app′

∑
arfe

pr

ap′f

6
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por lo que p p′ ∈ σepf . Sea q ∈ σepf . Notemos que,
6 aqepf

aq
∑

arfe
pr

atf, p t q.

Esto además implica que t ∈ σf , por lo que q ∈ p σf . Se sigue que si I
es un ideal de R[P], entonces σI KI , ya que si k ∈ KI , existe f ∈ I y
p ∈ P tal que k ∈ p σf σepf ⊂ σI . Notemos que cualquier f ∈ RP está
contenido en RKf , que cualquier ideal I de RP está contenido en RKI , y
que de hecho K(I) es el ideal más pequeño de P tal que I ⊂ RKI .

Proposición 4.35. Supongamos que f y g son elementos de RP .
1. σf g ⊂ σf ∪ σg, entonces Kf g ⊂ Kf ∪Kg.
2. σfg ⊂ σf σg, entonces Kfg ⊂ Kf Kg ⊂ Kf ∩Kg.
3. Kf Kf , donde (f) es el ideal de RP generado por f.
4. Si I y J son ideales de R[P], KIJ ⊂ KI KJ .

Demostración. Claramente se cumple:
apf g apf apg,

apfg
∑
qq′p

aqfaq′g.

Entonces,
σf g {p ∈ P apf g 6 }

{p ∈ P apf apg 6 }
⊂ {p ∈ P apf 6 o apg 6 }
σf ∪ σg.

De igual forma.

σfg {p ∈ P apfg 6 }{
p ∈ P

∑
qq′p

aqfaq′g 6

}
⊂ σf σg.

Notemos que (4) es una consecuencia inmediata de (1) y (2) ya que,
KIJ ∪f∈I,g∈JKfg

⊂ ∪f∈I,g∈JKf Kg

⊂ ∪f∈IKf ∪g∈JKg
KI KJ.
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Se sigue de la definición que σf ⊂ Kf , y entonces Kf ⊂ Kf . Por otro
lado, para cualquier h ∈ f , se sigue de (2) que σh ⊂ Kf y entonces que
Kh ⊂ Kf . Al ser h arbitrario concluimos que Kf ⊂ Kf . �

Proposición 4.36. Sea P un monoide integral y R un anillo.
1. Si f ∈ RP , K(f) es el ideal unidad de P si y solo si f ∈ RP .
2. Si f ∈ RP , entonces K(f) es generado principalmente por un elemento p
de P si y solo si f epf , donde f es algún elemento de RP \RP .
3. Supongamos que R es un dominio entero y P ∗ es libre de torsión. En-
tonces si f y g son elementos de R[P] tal que K(f) y K(g) son principales, lo
mismo es cierto para fg, y Kfg Kf Kg.

Demostración. El enunciado (1) es una tautología. Si K Kf es generado
por p, entonces k − p ∈ P para todo k ∈ Kf . Entonces, f

∑
k∈K a

k
k

ep
∑

k ake
k−p, así que f epf con f

∑
k ake

k−p. Entonces,

p Kf ⊂ Kep Kf p Kf

y se sigue que Kf P . Por el contrario, si f epf con Kf P entonces
ciertamente Kf ⊂ p. Pero si f

∑
aqe

q existe un q ∈ P ∗ tal que aq 6 , y
entonces p q ∈ Kf , así p ∈ Kf . Entonces Kf p, y esto prueba (2). Si
K(f) es generado principalmente por p y K(g) es generado principalmente
por q, entonces f epf y g eqg donde f, g ∈ RP \ RP . El cociente de
R[P] porRP es isomorfo aRP ∗. Si P ∗ es libre de torsión y R es un dominio
entero, entoncesRP ∗ también es un dominio entero por la proposición 4.27.
EntoncesRP es un ideal primo y fg ∈ RP ∗. Ya que fg epqfg, se sigue que
K(fg) es generado principalmente por p q. �

El enunciado (3) muestra que si R es un dominio y P ∗ es libre de torsión,
entonces el conjunto de todos los f tal que K(f) es principal es un submo-
noide de R[P]. Esto no es cierto en general.

Recordemos del corolario 3.39 que asosiado a cada ideal primo p de al-
tura uno de un monoide fino P existe un homomorfismo vp P → N; este
homomorfismo es suprayectivo si P es saturado, como vamos a suponer. La
imagen bajo vp de un ideal no vacío K de P es entonces un ideal Kp de N,
generado principalmente por

vpK inf {vpk k ∈ K} .
Para cada f ∈ RP , sea

vpf vpKf.

Es decir, vpf es el mínimo del conjunto de todos los vp tal que p ∈ σf .

Proposición 4.37. Sea P un monoide tórico y R un dominio entero.
1. Si K es un ideal no vacío de P y p ∈ K es un elemento tal que vpp vpK



LA GEOMETRÍA DE LOS MONOIDES 61

para todo ideal primo p de altura uno, entonces K p.
2. Si f y g son elementos de RP , entonces vpfg vpf vpg, para todo ideal
primo de altura uno. Más aún, K(fg) es principal si y solo si K(f) y K(g) lo
son.

Demostración. Supongamos que se cumple (1)y sea k ∈ K. Entonces vpk−
p ≥ para todo ideal primo de altura uno de P. Por el corolario 3.40, k−p ∈
P , por lo que se sigue que K es generado principalmente por p. Esto prueba
(1). Para (2), sea G la careta de P complementaria a p. El homomorfismo
P → PG es inyectivo, y entonces si f ∈ RPG es la imagen de f, Kg es
principal, generado por cualquir p ∈ σf tal que vpf vpp. Ya que P ∗

G Ggp es
libre de torsión, (3) de la proposición 4.36 implica que para todo f, g ∈ RP ,
Kfg Kf Kg y entonces vpfg vpf vpg. Sabemos que K(fg) es principal
si K(f) y K(g) lo son. Por el contrario, si K(fg) es princiapl generado por r,
(2) de la proposición 4.35 muestra que r puede ser escrito como una suma
p q, con p ∈ Kf y q ∈ Kg. Entonces para todo p de altura uno, vpp ≥
vpf y vpq ≥ vpg. Por otro lado, vpp vpq vpr vpfg vpf vpg. Entonces,
vpp vpf vpq vpg para todo p. Por (1), esto implica que K(f) y K(g) son
principales. �

Corolario 4.38. Sea R un dominio entero, P un monoide tórico y F una cara
de P. Entonces el conjunto F de elementos de R[P] tal que K(f) es generado
principalmente por un elemento de F es una cara del monoide multiplica-
tivo de R[P].

Demostración. Si f y g pertenecen a F, entonces Kf p y Kg q con p, q ∈
F , así por (3) de la proposición 4.36 Kf g p q y p q ∈ F . Entonces
F es un submonoide de RP . Por el contrario, si fg ∈ F entonces por (2)
de la proposición 4.37 se tiene que K(f) y K(g) son principales, digamos
generados por p y q. Entonces p q genera a Kfg y vive en F. Ya que F es
una cara, p y q pertenecen a F, y entonces f y g pertenecen a F. Entonces F
es una cara de R[P]. �

4.6. Completaciones y series de potencias formales.

Lema 4.39. Sea Q un monoide fino sharp y seah Q→ N un homomorfismo
local. Las siguiente familias de subconjuntos de Q son cofinales, es decir,
dado cualquier miembro de una de estas familias, existe otro miembro de
cada una de las otras familias el cual lo contiene:
1. {Jh,n n ∈ N}, donde Jh,n {q hq > n};
2. {Qn n ∈ N};
3. El conjunto de todos los subconjuntos de Q cuyo complemento es finito.

Demostración. Es claro que Qn ⊂ Jh,n− para todo n, ya que si q q ... qn ∈
Qn entonces hq ≥ n. Por otro lado, si s, ..., sr es un conjunto finito de
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generadores para Q y M max {hs, ..., hsr}, entonces Jh,n ⊂ QnM . De
hecho, cualqueir q ∈ Q puede ser escrito comoo

∑
misi, con ni ∈ N, así

que si q ∈ Jh,n,
n < hq

∑
mihsi ≤M

∑
mi

y así
∑
mi > nM y q ∈ QnM . Hemos visto que el complemento de Jh,n

es finito. Por otro lado, si σ es un conjunto finito y m es una cota para
{hq q ∈ S}, entonces Jh,m está contenido en el complemento de σ. �

Proposición 4.40. Sea Q un monoide sharp, fino y R un anillo conmutativo.
1. Para cada q ∈ Q, {p, p′ ∈ Q×Q p p′ q} es finito.
2. El R-módulo topológico Rq definido anteriormente admite una única
multiplicación continua con la propiedad de que el mapeo natural e Q→
RQ es unn homomorfismo de monoides.
3. El anillo topológicoRQ es naturalmente identificado con la completación
formal de R[Q] por el ideal RQ.
4. Si Qgp es libre de torsión y R es un dominio entero, entonces R[[Q]]
también es un dominio entero.
5. Si R es un anillo local con ideal maximalm, entonces R[[Q]] es también un
anillo local, cuyo ideal maximal es el conjunto de elementos de R[[Q]] cuyo
termino constante pertenece a m. Más aún, Q→ RQ es un homomorfismo
local.

Demostración. Dado que Q es fino, existe un homomorfismo local h Q→
N. Entonces Jh,n es un ideal de Q y por la proposición 3.34, Q \ Jh,n es un
conjunto finito. Si q p p′, entonces p, p′ ∈ Q\Jh,hq , y entonces existen solo
finitos p, p′. Entonces si f

∑
ape

p y g
∑
bp′e

p′ son elementos de RQ, por
lo que podemos definir fg

∑
cqe

q donde

cq
∑
pp′q

apbp′ .

Para cada subconjunto finito σ de Q,

Uσ

{∑
aqe

q ∈ RQ aq , q ∈ σ
}

es abierto, y la familia de tales subconjuntos es una base de vecindades abier-
tas del cero. Se sigue que la operación de multiplicación definida es continua,
y de hecho es la única operación continua compatible con la ley de Q.
Si K es un ideal de Q y n es un número natural, sea Kn el conjunto de to-
dos los elementos que se pueden escribir como sumas de n elementos de K.
Entonces K es un ideal de Q yRKn RKn. Por el lema 4.39 tenemos que la
topología RQ-ádica en R[Q] es compatible con la topología débil.
Es claro por la construcción que una inyección Q → Q′ induce una inyec-
ción RQ → RQ′. Si Q es fino y sharp y Qgp es libre de torsión entonces



LA GEOMETRÍA DE LOS MONOIDES 63

puede ser incrustado en Nr para algún r natural. Entonces (4) es reducido
al casoRNr , un anillo de serie de potencias formales, fácilmente visto como
un dominio entero al hacer inducción sobre r. El enunciado (5) puede ser
reducido al caso de un anillo de series de potencias formales, tomando una
suryección Nr → Q �

Corolario 4.41. Sea Q un monoide fino, sea h Q → N un homomorfismo,
y para cada n ∈ N sea Jh,n como se definió anteriormente. Entonces Jh, es
un ideal primo p y la familia {Jh,n ∈ N} y {pn n ∈ N} son cofinales.

Demostración. Si Q es sharp y h es local, este corolario se sigue inmediata-
mente del lemaa anterior. En cualquier caso es claro que p es primo. Sea F
Q\p, así que h se factoriza a través de un homomorfismo local h QF → N.
Entonces el resultado para Q y h se sigue del resultado para QF y h. �

De manera más general, si S es un Q-conjunto finitamente generado, va-
mos a considerar el conjunto RS de series de potencias formales indexada
por S y con coeficientes en R, el cual va a formar un módulo sobre R[[Q]]
siempre que, para todo q, s ∈ Q × S , qs 6 s.

Definición 4.42. Sea Q un monoide integral y sea K un ideal de Q. El mo-
noide de Ress de Q,K es el monoide BKQ cuyos elementos son pares m, p
donde m ∈ N y p ∈ Km, y cuya ley monoidal está dada por

m, p n, q m n, p q.

Si S es un Q-conjunto, el conjunto de Ress de (S,K) es el conjunto de pares
(n,s) donde n ∈ N y s ∈ KnS , con la acción de BKQ dada por

m, p n, s m n, p s.

Notemos que tenemos
h BKQ→ N m, p 7→ m, g BKS → N n, s 7→ n,

donde h es un homomorfismos de monoides y g es un morfismo de BKQ−
conjuntos.

Proposición 4.43. Sea K un ideal de un monoide fino Q y sea S un Q-
conjunto finitamente generado. Supongamos que qs 6 s para cualquier s ∈ S
y q ∈ Q. Entonces los siguientes enunciados se cumplen:
1. Si T es un Q-subconjunto de S, entonces existe un entero m tal que T ∩
KmnS ⊂ KnT para todo n.
2. Si K es un ideal propio de Q, entonces ∪{KnS n ≥ } ∅.
3. Si Q es sharp, R[[S]] puede ser identificado con la completaciónRQ-ádica
de R[S]. En particular, si s, ..., sn es una sucesión de generadores para S co-
mo un Q-conjunto, entonces es , ..., esn es una sucesión de generadores para
R[[S]] como un R[[Q]]-módulo.
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Demostración. Si Q es un monoide finitamente generado, entonces es noethe-
riano, así que K es finitamente generado como ideal. Si p, ..., pr es una su-
cesión de de generadores para Q y k, ..., ks es una sucesión de generadores
para K, entonces

, p, ..., , rp, , k, ..., , ks

es una sucesión de generadores para el monoide BKQ, se sigue por el teo-
rema 3.10 que BKQ es noetheriano. Más aún, dado que S es finitamente
generado como un Q-conjunto, BKS es finitamente generado como BKS-
conjunto y entonces es también noetheriano. SiT ⊂ S es un Q-subconjunto,
entonces

BKS, T {n, t n ∈ N, t ∈ T ∩KnS}

es naturalmente un BKQ-subconjunto de BKS , y por tanto es finitamen-
te generado, digamos por m, t, ...,mp, tp. Entonces cualquier cota superior
m para m, ...,mp satisface (1). En particular, T ∩{KnS n ≥ } es un Q-
subconjunto de S, y (2) implica que T TK. Ya que K ⊂ Q, la proposición
3.13 implica que T ∅, probando (2). Ses sigue que para todo s ∈ S , existe
un n ∈ N tal que s ∈ QnS , y para todo subconjunto finito σ de S, existe un
n ∈ N tal que σ∩QnS ∅. Por otro lado, es fácil ver que el complemento de
cada QnS es finito, Entonces la familia de subconjuntos de S cuyo comple-
mento es finito es cofinal con la familia {QnS n ∈ N}. Se sigue que, para
cada s ∈ S , {q, t ∈ Q× S q t s} es finito. Esto nos permite definir una
acción de R[[Q]] en R[[S]] y ver que la topología producto es la topología
RQ-ádica. �

5. Conclusiones

El estudio de la teoría de monoides conmutativos es muy basto y como
vimos el considerar estructuras algebraicas más generales trae consigo gran-
des ventajas como lo es el encontrar propiedades que caractericen un mayor
número de estructuras. Como es de esperar, el estudio de los monoides no
termina aquí, si no que es solo la base de una teoría mucho más general.
Al igual que la geometría algebraica clásica, es decir, el estudio de los es-
quemas, comienza con el estudio de los anillos conmutativos con unidad, la
teoría de monoides conmutativos da paso al estudio de las estructuras lo-
garítmicas como lo son los log esquemas. Estas analogías entre estructuras
motivan además al desarrollo de una teoría de cohomología para dichas log
estructuras. Uno de los resultados más importantes que provee la geome-
tría algebraica logarítmica es proporcionar una generalización de la teoría
clásica de variedades tóricas.
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