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RESUMEN. En este articulo presentamos las bases de la teorfa de monoi-
des desde el punto de vista categérico, haciendo énfasis en las analogfas y
diferencias entre la teoria de médulos sobre anillos conmutativos. Se pre-
senta la generalizacién de esquema afin a esquema afin monoidal; estu-
diamos la relacién que éstos tienen con las variedades téricas y sentamos
las bases para el estudio de la Geometria Logaritmica de Fontaine-Kato-
Ilusie [Kat89], ampliamente usada en Geometria Aritmética.
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1. INTRODUCCION

Un monoide consiste en un conjunto M, una operacién binaria asociativa
m M x M — M yun elemento identidad e;,. Si ademas la operacién bina-
ria es conmutativa llamaremos a M un monoide conmutativo. Claramente
todo grupo es un monoide por lo que el desarrollo de esta teoria tendra con-
sigo muchas analogias con la teoria de grupos o en su caso con la teoria de
anillos.

De igual forma que en la teoria de anillos conmutativos, en la teoria de
monoides conmutativos se definen sus ideales e ideales primos los cuales
dan paso a sus espectros. A dichos espectros, como en el caso de anillos, los
podemos dotar de una topologia, la topologia de Zariski, y asi desarrollar
equivalencias entre propiedades geométricas y algebraicas.

Atn con todas estas analogias entre distintas estructuras algebraicas exis-
ten diferencias especificas las cuales hacen importante el estudio de los mo-
noides conmutativos. Una de las diferencias mas grandes es la carencia de
un anélogo del lema de Nakayama ya que en monoides conmutativos no
necesariamente se tienen leyes de cancelaciéon. Mientras que en la teorfa de
anillos tenemos el primer teorema de isomorfismos, no existe un analogo de
este para monoides. Como veremos el perder ciertas propiedad nos hacen
ganar otras muy importantes y en cierto sentido mas generales.

El objetivo principal de este trabajo es el de sentar las bases para el es-
tudio de la Geometria Logaritmica de Fontaine-Kato-Illusie como un acer-
camiento a la Geometria Aritmética. La Geometria Logaritmica descansa
fuertemente en el uso de gavillas de monoides de ahi que es fundamental
entender, en principio, a la categoria de monoides y explorar sus propieda-
des algebraicas y geométricas. Aunque este trabajo se basa fuertemente en
el libro [Ogu18]], nosotros nos hemos dado a la tarea de exponer el material
desde un punto de vista que esperamos sea mas accesible para el lector que
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inicia en el estudio de la geometria algebraica y la aritmética, sin embar-
go, cualquier error tanto conceptual como tipografico es responsabilidad de
nosotros, los autores.

2. BASES DE LA TEORiA DE MONOIDES

2.1. Limites en la categoria de monoides.

Definicién 2.1. Un monoide es una tripleta M, %, e); que consiste de un
conjunto M, una operacién binaria asociativa % y un elemento identidad
(Y de M.

Definicién 2.2. Un homomorfismo de monoides es una funcién 8§ M — N

tal que feys ey y Om¥kn Omkon.

Notemos que aunque el elemento identidad e, es tinico, la compatibili-
dad de ¢ con ejs no es inmediata de la compatibilidad con Y. Por ejemplo
consideremos los monoides Z, -,, Z X Z,-,, y la funciéon 0 7Z — Z x Z
a — a, . Entonces,

fab ab, a,b, Oabb

Pero notemos que 6 , /.

Todos los monoides que vamos a considerar aqui son conmutativos a menos
que se diga lo contrario, y escribiremos Mon para denotar la categoria de
monoides conmutativos y homomorfismos de monoides.

Escribiremos solamente M o M, % en lugar de M, %, e); cuando no haya
confusién. De manera similar, si a y b son dos elementos de un monoide
M, %, epr, escribiremos ab o @ b en lugar de a¥%b, y 1 0 0 en lugar de e,.
El ejemplo més basico de un monoide es el conjunto N de niimeros naturales
con la suma. Sea M un monoide y m € M, veamos que existe un tinico
homomorfismo N — M +— m.Sea N — Mconfn > . 'my
>_;m . Claramente es un homomorfismo de monoides y tal que § m.
Sea N — M homomorfismo de monoides tal que ¢ m. Notemos que,

on qbz Z¢ Zm on

De modo que 6 es tnico. Por tanto, N es un monoide libre con conjunto
generador {}. De manera més general, si S es un conjunto, el conjunto N
de funciones / S — Ntalesque s paratodosloss € S menosun nimero
finito, equipado con la adicién puntual de funciones como operacién, es un
monoide libre con base S C N°. Entonces

HomponN®, M ~ HomgS, M,
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es decir, S — N es adjunto izquierdo del funtor olvidadizo de la categoria
de monoides a la categoria de conjuntos.

Limites arbitrarios existen en la categoria de monoides, y su formacién
conmuta con el funtor olvidadizo a la categoria de conjuntos. En particular,
la interseccién de un conjunto de submonoides de M es un submonoide.

Definicién 2.3. Sea M un monoide y S un subconjunto de M. Definiremos
el submonoide generado por S como la interseccién de todos los monoides
que contienen a S.

Dicho submonoide es el submonide mas pequefio de M conteniendo a S.

Si existe un subconjunto finito S de M que genere a M, diremos que M es
finitamente generado como monoide.
Colimites arbitrarios de monoides también existen. Las sumas directas son
construidas facilmente: la suma directa @;c;M; de una familia { M, };c; de
monoides es el submonoide del producto [ [, M, que consiste de aquellos
elementos m m; tales que m; para todo i € I excepto por un nimero
finito. La existencia de limites y colimites se debe a resultados mas generales
de la Teoria de categorfas los cuales se pueden encontrar en [Vaki17].

Vamos a investigar ahora los cocientes y las relaciones de equivalencia.
Sea® P — () un homomorfismo de monoides. Notemos que el kernel de
no nos ayuda mucho. Por ejemplo, el kernel del homomorfismo § NxN —
N a,b + a bessolo {} pero 6 no es inyectiva ya que 0, 6,.En
su lugar, vamos a considerar el conjunto £ {p,q 0Op 0q}, el cual es
una relacién de equivalencia en P, ya que la igualdad lo es. El hecho de que
¢ es un homomorfismo de monoides implica que £¢ es un submonoide de

P x P.

Definicién 2.4. Sea P un monoide. Una relacién de equivalencia en P que
también es un submonoide de P X P es llamada una relacién de congruencia
en P.

Uno puede ver facilmente que si E es una relacién de congruencia en P,
entonces el conjunto PE de clases de equivalencia tiene una tnica estruc-
tura de monoide, que hace a la proyeccién P — PE un homomorfismo de
monoides. Entonces existe una biyeccién entre las relaciones de congruen-
cia en P y los homomorfismo de monoides con dominio P. Todo esto se
resume en la siguiente proposicién.

Lema 2.5. Sean u,u P — () dos homomorfismos de monoides. Entonces
el ecualizador de dichos morfismos es el conjunto £ {a € P ua ua}, con
el morfismo inclusién e.
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Demostracién. Claramente dado a € E, tenemos que
uoea ua ua u o ea.

Sea D monoide conv D — Ptalqueuov wowv.Seaa € D, entonces
uowva uowva,porloqueva,va € E.Porlo que definimosg D — E a
va, va. Dicha funcién es claramente un homomorfismo de monoides tnico.
Por tanto, E junto con el morfismo inclusién conforman el ecualizador de
uy u. U

Proposiciéon 2.6. 1. Seaw P — () un homomorfismo de monoides sobre, y
sea E el ecualizador de los dos mapeos

PxP -2 p-—"5Q

(a) E es una relacién de congruencia en P.
(b) Q es el ecualizador de los dos mapeos

E—¢“spxp-2,p

Entonces, el diagrama

poe
e

E
poel
P

P
Lw
es cartesiano y cocartesiano.

2.Sea /' C P x P unarelacién de congruenciaen P, () PE el conjunto de
clases de equivalencia, y seam™ P — () la funcién que toma un elemento en
P y lo envia a su clase de equivalencia.
(a) Existe una tnica estructura de Q como monoide tal que 7 P — () es
un homomorfismo de monoides.
(b) Lainclusién e E — P x P es el ecualizador de los dos homomorfismos

PxpP -y p_T",50

—_—
™

y Q es el coecualizador de los dos homomorfismos
E—<spPxp-2,p

Entonces, el diagrama de (1b) es cartesiano y cocartesiano.

Demostracién. (1a) Por el lema 1, el ecualizador es
E {a,b€ Px P wopa,b wopa,b}
{a,b€ P x P mwa wb}
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Veamos que E es una relacién de relacién de congruencia en P. Para todo
p € P setiene que mp 7p, por lo que p,p € E. Sea a,b € E. Entonces
ma b, es decir, b ma, asi que b,a € E.Sia,b,b,c € E, entonces ma b
y mb 7c, por lo que ma wc. De este modo, a,c € E. Con € P, tenemos
que, € P.Sean a,b,c,d € L. Entonces, ta wby mc md. Como 7 es un
homomrofismo de monoides, tenemos que mrac 7bd, porloqueac,bd € E.
Por tanto, E es una relacién de congruencia en P.

(1b) Notemos que para todo a,b € F,

mopoea,b ma b mopoea,b

Sea f P — Mtalque fopoe [fopoe. Entonces, paraa,b € E,
tenemos que fa fb. Sea ¢ € (), como T es sobre, existe 7 € P tal que
7r  q. Definamos entonces g () — M ¢ +— fr. Notemos que estd bien
definida ya quesi 7r 7t g, entoncesr,t € I,y por lo observacién anterior
fr ft. Claramente es un homomorfimos de monoides tdnico. Por tanto Q
es el coecualizador de dichos mapeos.

(2a) La estructura de Q ser4 la siguiente. Dado a, b € P definimos,

ababd

Y el elemento identidad en Q. Es facil ver que esto define una estructura
monoidal en Q. Ademas,

Y,
mababab wmawh

Por lo que 7 es un homomorfismo de monoides. Es fécil ver que dicha es-
tructura es tnica.

(2b) Notemos que para a,b € E
mopoea,b a b mopoea,b.

Sea f M — P x Ptalquemopo f mopo f.Estoimplica que para
r € M,si fr a,b, entonces a b, es decir, a,b € E. Por lo que definimos
g M — E r — a,b. Claramente g es un homomorfismo de monoides
tnico. Por tanto, E es el ecualizador de los dos morfismos.

Sea a,b € E. Entonces,

mopoea,b a b mopoea,b.

Sea f P — M talque fopoe fopoe.Entonces, paraa,b € E, tenemos
que fa fb.Seaq € Q. Asi, definamos g ) — M ¢ — fq. Notemos que
si ¢ p, entonces por lo anterior fp fq. De modo que esta bien definida y
claramente es un homomorfismo dnico. Por tanto, Q es el coecualizador de
los dos morfismos. O
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Esta proposicién induce una biyeccién entre las relaciones de congruen-
cia en P y los homomorfismos sobre con dominio P de la siguiente forma,

{Congruencias en P} = {Mor fismos sobre con dominio P}
E—nm P— PE
PxPxgPxP<0 P—Q

Observacién 2.7. Siu P — () essobre y u ) — () es un homomorfismo
de monoides, entonces el pullback P x¢ ()’ con morfismos v, v es nueva-
mente sobre.

Para ver esto sea b € (. Entonces, ub € (). Como u es sobre existe a € P
tal que ua ub. Sabemos que el pullback en la categoria de monoides es
P xg@ {x,y ux uy}.Entoncesa,b € P xq (), por lo que va,b b.
Esto implica que P — () y E son universalmente efectivos. Por otro lado,
no todo epimorfismo en la categoria de monoides es sobre. De hecho, un
homomorfismo de monoides es universalmente un epimorfismo si y solo si
es sobre.

Proposicién 2.8. Sea M un monoide y Ej;c; una familia de relaciones de
congruencia en M. Entonces la interseccién P ;< E; es una relacion de
congruencia en M.

Demostracién. Sabemos que la intsercciéon de submonoides de M es un sub-
monoide, por lo que veamos solamente que es una relaciéon de equivalencia.
Tenemos que a,a € M;, para todo iy todo a € P. Entonces a,a € P.
Sea a,b € P, por lo que a,b € M, para todo i. Como cada M, es una re-
lacién de congruencia b,a € M;, asi b,a € P. Finalmente supongamos
que a,b,b,c € P. Entonces a,b,b,c € M; para todo i. Al ser relaciones de
cogruencia tenemos que a, ¢ € M;. Por tanto a,c € P. O

Definicién 2.9. Sea M un monoide, E una relacién de congruencia y S un
subconjunto de E. Entonces diremos que S, la interseccién de las relaciones
de congruencia que contienen a S, es la relacién de congruencia generada

por S.

A continuacién veremos una caracterizacién 1til de las relaciones de con-
gruencia generadas por un subconjunto de P x P.

Proposicién 2.10. Sea P un monoide conmutativo.

1. Una relacién de equivalencia £ C P X P en P es una relacién de con-
gruenciasi y solosia p,b p € E paratodoa,be Eypec P.

2. Si S es un subconjunto de P x P, sea

SP {apvbp aab€S>p€P}
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Entonces la relaciéon de congruencia E generada por S es la relacién de equi-
valencia generada por Sp. Explicitamente, E es la unién de la diagonal con
el conjunto de pares x, y para los cuales existe una sucesién finita p, ..., p,
conp x,p, yy tal queparatodoi >, p,_,p; op;,p; pertenecen a Sp.

Demostracién. 1) = Sea E una relacién de equivalencia en P que es estable
bajo la adicién de elementos en P. Supén que (ab) y (c,d) pertenecen a E.
Entoncesa c¢,b ¢ € E'yc b,d b € E,y dado que P es conmutativo y E
es transitiva se tiene que a,b ¢,d a c,b d € E. Entonces es cerrada bajo
suma. Dado que E es simétricay € P, entonces, € E. Por tanto, E es un
submonoide de P x P, es decir, una relacién de congruencia en P.

< Sea E una relacién de congruencia en P. Entonces, para todo p € P, se
tiene que p,p € E por ser E simétrica. Por ser un submonoide es cerrada
bajo suma, entonces paratodo a,b € E, tendremos que ap, bp a,bp,p € E.

2) Sea E la relacién de congruencia generada por S y E’ la relacién de
equivalencia generada por Sp. Dado que Sp C E y E es una relacién de
equivalencia, se sigue que £’ C E. Es claro que Sp es estable bajo la suma
de elementos de la diagonal de P x P. Entoncessi p, ..., p,, es una sucesién
tal que p,_, p; o p;, p; € Sp paratodo ¢ > , entonces p p,...,p, D tienela
misma propiedad. Entoncessiz,y € E'yp € P tenemosquex p,yp € E'.
Se sigue de (1) que £’ es una relacién de congruencia, por tanto £/ E. [

Observacién 2.11. Si P es un grupo abeliano y £ C P x P es una relacién
de congruencia en P,entonces la imagen de E bajo el homomorfismo h P @
P — P p,p = p— pesunsubgrupo Kde P,y £ h™ K. Por otro
lado, la imagen inversa bajo h de cualquier subgrupo de P es una relacién
de congruencia en P. Esto define una biyeccién entre los subgrupos de P y
las relaciones de congruencia en P dada por,

{subgrupos de P} = {Relaciones de congruencia en P}
K—h K
hE +— E

Lema 2.12. Sean #,0 P — () homomorfismos de monoides. Entonces el
coecualizador de 0, 6 es el cociente de Q por la relacién de congruencia en
Q generada por el conjunto {0p,f0p p € P}.

Demostracién. Sea E la relacién de congruencia generada por el conjunto
{0p,0p pe P}yj Q — QF el morfismo proyeccién. Entonces para todo
p € P tenemos que,

jofp Op Op joOp.
Sea f (Q — Mtalque fof fof.Seag QF — M a — fa.

Claramente g es un homomorfismo que cumple que g o ja ga fa, y
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ademas es tnico. De modo que QE, j cumplen la propiedad universal de
los coecualizadores. O

La existencia de colimites arbitrarios se sigue de la existencia de sumas di-
rectas y coecualizadores de pares de homomorfismos utilizando la siguiente
construccién. Sea { P;, 0, } un funtor de una categoria pequefia a la categoria
de monoides, donde i corre sobre todos los objetos de I y a sobre las flechas
a ia — ja de I. Dado que la categoria de monnopides tiene suma directa,
podemos definir Q ®{F; i € Obl} y R ®{F,, a € Flechasl}, con los

homomorfismos canénicos,
{u; Pp—Q 1€ Obl}{u, P,y — R a € Flechasl}.

Entonces existen homomorfismos tnicos 6,0 R — () tal que para todo a,
Oou, uUigyOou, ujeo0,

R—">P,

el |o

Qﬁf)ja

Uja

El colimite del funtor { P;, 6} es el coecualizador de 6, 6.

Definicién 2.13. Una presentacién de un monoide M es un diagrama coecua-
lizado
L=L-—->M

donde L, L son libres.

El monoide M se dice que es de presentacion finita si admite una presen-
tacién con L, L libres y finitamente generados como monoides.

Definicién 2.14. La suma amalgamada de un par de homomorfismos de mo-
noides u; P — ();, denotada simplemente por () @®p () junto con dos ho-
momorfismos v; ); = ) ®p @, es el colimite del diagrama @ +— P — Q).
El par v, v hacen que universalmente el diagrama

P—2sQ
Q—0Q

conmute.
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Esta suma amalgamada puede ser vista como el pushout de u y u. Tam-
bién se puede ver como el coecualizador de los dos mapeos u, y , u que van
dePa( & Q.

La siguiente proposicién describe la suma amalgamada explicitamente. Su
descripcién se vuelve mas simple si alguno de los monoides en cuestién es
un grupo.

Proposicién 2.15. Sea u; P — (); un par de homomorfisos de monoides,
sea Q su suma amalgamada, y sea E la relaciéon de congruencia dada por el
morfismo natural sobre Q) & Q — Q.

1. Sea S el conjunto de pares

0:¢:4,¢ €QxQxQxQ
tal que existe p € Pconq up gy q u ¢.Entonces E es el conjunto de
pares

a,beQ xQ xXQ xQ

tal que existe una sucesién r,...,7, en Q @ Q) tal que a, b r, 7, y r;, 1; esta
enSsiiesparyen S’ {a,b b,a € S}siiesimpar.
2. Sea E' el conjunto de pares ¢, q,q’, ¢ tales que existe p y p’ en P con
qup" ¢ upyq up ¢ up'.Entonces ' es una relacién de congruencia en
Q) @ @ conteniendoa E, y si P, Q) o0 () es un grupo, entonces £ E'.
3. Si P es un grupo, entonces dos elementos de () & () son congruentes
moédulo E si y solo si ellos pertenecen a la misma 6rbita de la accién de P en
Q @ Q definida por pq,q q up,q u—p.
4.S1Py Q; son grupos, entonces también los es () @ p(), la cual es justamente
la suma amalgamada en la categoria de grupos abelianos.

Demostracién. Para probar (1) observemos primero que S es estable bajo la
accién de la diagonal de ) x @) x ) X @ y contiene la diagonal. Entonces,
por la proposicién 1.1.3, la relacién de congruencia R generada por S es el
conjunto de pares (a,b) tal que existe r, ..., 7, conr a,r, by tal que cada
par r;, 7; esta en Soen S'. Notemos por otro lado que siTi_,r; yr;,r;estan
en Soen S’ ambas, entonces también r;_, r;, por lo que la sucesién puede ser
acortada. Notemos quessi ', 7 pertenece a S, entonces r, 1, r satisface lo des-
crito en (1). Esto demuestra que el conjunto descrito en (1) es una relacién
de congruencia. Dado que E contiene a §, y es la relacién de congruencia
mas pequefia que lo contiene, se tiene que £ R.

Para probar (2) notemos primero que el conjunto E’ es evidentemente si-
métrico y reflexivo. Para probar que es transitivo diremos que un par (a,b)
une un par de elementos ¢, ¢y ¢, ¢’ de Q ® Q siq ub ¢ uayq ua ¢ ub.
Uno puede ver facilmente quesi (ab) uneaq,qy ¢, ¢ ya',b/ uneaq,q'y
q",q" entoncesaa’,bb uneaq,qyq’, q". Masatn,si(a,b)uneaq,qyq, ¢,
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entonces para cualquier ¢, g, (ab)uneaq q,q ¢ y ¢ G,q¢ G.Entonces por
la proposicién 1.1.3, £’ es una relacién de congruencia en () ® (). Mas atin,
sip € P, (p,0)unea up, y,up,y dado que E es generada por tales pares,
E C E'.SiP o (Q); es un grupo entonces v v; 0 u; se factoriza a través del
grupo (Q* de elementos invertibles de Q. Si (a,b) unea ¢, ¢ y ¢, ¢/, tenemos
que

vq vq va b vqg ub vqg ua
vq ua vqg ub
vq" vq va b.
Dado que va b € Q)% se sigue que

vq vq vq vq.

Entonces E' C E. Esto prueba (2),y (3) y (4) son consecuencias inmediatas.
U

Ejemplo 2.16. Tomando () en la proposicién 1.1.5 obtenemos el cokernel
del morfismo u P — (), o de manera equivalente, el coecualizador de u y
el mapeo cero de P a (). Si P es un submonoide de Q, uno escribe () — QP
para denotar el cokernel de la inclusién P — (), y se sigue de (2) en la
proposicién anterior que dos elementos ¢, ¢’ € () tienen la misma imagen
en QP si y solo si existen p,p’ € P talesque ¢ p ¢ p'. Por ejemplo, el
cokernel del morfismo diagonal N — N x N es el homomorfismo

NxN—=Z a,b—a—b.

Nota ()P puede ser cero aun si P es un submonoide propio de Q. Esto
pasa, por ejemplo, si P es el submonoide de ) N x N generado por (1,0)
y (1,1). Si P’ es un submonoide de Q conteniendo a P, entonces P’ P es un
submonoide de () P y el mapeo natural QPP'P — ()P’ es un isomorfismo.

2.2. Acciones de Monoides.

Observacién 2.17. Si S es un conjunto, el conjunto de funciones de S en si
misma forman un monoide (no necesariamente conmutativo) End(S) bajo
la composicién de funciones.

Definicién 2.18. Si Q es un monoide, una accién de Q en un conjunto S es
un homomorfismo de monoides #g () — EndS.

En este contexto escribimos la ley del monoide Q de manera multiplica-
tiva, y si s € S,q € (), escribimos ¢s para denotar 0ggs.

Definicién 2.19. Un Q-conjunto es un conjunto con una accién de Q, y
Ensg denotara a la categoria de Q-conjuntos, con la evidente nocién de
homomorfismos.
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Si S esun Q-conjunto y s € S, la imagen del mapeo () = S ¢ — gses
el Q-subconjunto minimal estable de S conteniendo a s., llamado la trayec-
toria desen S.

Definicién 2.20. Una base para un Q-conjunto S es un conjunto T y una
funcién ¢ 7" — S tal que el mapeo inducido ¢ Q x T — S ¢q,t — qit es
una biyeccién. Si tal base existe diremos que S es un Q-conjunto libre.

Un Q-conjunto libre con base ¢ 1" — S satisface la propiedad universal
de los objetos libres. Sea S’ un Q-conjunto con f T — S’.Seaa € S.
Como ¢ es biyectiva existe ¢,t € () x T tnico tal que git . Definamos
g S— S a— ft.Por lo que claramente el diagrama conmuta. De modo
que se cumple la propiedad universal de los objetos libres.

Si T es cualquier conjunto y si () X 1" es equipado con la accién definida
porq'q,t ¢'q,t,entoncesel mapeoT — Q x T enviando t a (1,t) es una base.
De este modo, el funtor que toma un conjunto T y lo envia al Q-conjunto
libre () x T es adjunto izquierdo del funtor olvidadizo de la categoria de
monoides a la de conjuntos. Nota que si G es un grupo y S es un G-conjunto,
entonces S tiene una G-base si y solo si la accién es libre en el sentido de que
gs simplicaqueg .

La categoria F'nsg de Q-conjuntos admite limites proyectivos arbitrarios,
y su formacién conmuta con el funtor olvidadizo a la categoria de conjun-
tos. Esta es una consecuencia formal del hecho que el funtor Ensg — Ens
tiene una adjunta izquierda. En particular, si S y T son Q-conjuntos, enton-
ces Qactiaen S x T por laaccién ¢s,t g¢s, gt. Esto define el producto en
Ensg. Colimites en Ensg también existen. La suma directa de una fami-
lia de Q-conjuntos {S;} es solo la unién disjunta con la Q-accién evidente.
Para entender la construccién de los cocientes en Ensg, notemos que si
m S — T es un mapeo sobre de Q-conjuntos, la correspondiente relacién
de equivalencia £/ C S x S es un Q-subconjunto.

Definicién 2.21. Sea S un Q-conjunto y E una relacién de equivalencia en
S. Si E es un Q-subconjunto de S x S diremos que E es una relacién de
congruencia en Q.

Por el contrario, si E es cualquier relacién de congruencia en S, enton-
ces existe una tinica estructura de Q-conjunto de S/E tal que la proyeccién
S — SE es un morfimos de Q-conjuntos. Cuando S () actuando regular-
mente en si mismo, la nocién de relacién de congruencia en Q como monoi-
de coincide con la la nocién de relacién de congruencia como Q-conjunto,
gracias la proposicién 1.1.3. Mas atin, el an4loga a (2) de la proposicién 1.1.3
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se cumple para Q-conjuntos, y en particular la relacién de equivalencia ge-
nerada por un subconjunto de S x S que es estable bajo la adicién de elemen-
tos en Q es una relacién de congruencia. Siu, v S’ — S son dos morfismos,
entonces el coecualizador de u y v es el cociente de S con la relacién de con-
gruencia generada por el conjunto {us,vs}. La existencia de colimites se
sigue.

Si Sy T son Q-conjuntos, el HomS, T tiene una accién natural de Q,
dada por ghs ghs hgs,con h € HomgS,T,q € ), s € S. También existe
una construccién para el producto tensorial de () — conjuntos.

Definicién 2.22. Si S, T, W son Q-conjuntos entonces un Q-bimorfismo es
una funcién 8 S x T — W tal que B¢s,t (s, qt qf3s,t.

Proposicién 2.23. Sean S y T dos monoides. Entonces el producto tensorial

de Sy T existe.

Demostracién. Para construirlo consideramos al producto S x 71" con la
accién gs,t g¢s,t, y consideramos la relacién de equivalencia R en S' x T
generada por el conjunto de pares

qs,t,8,qt,q € Q,s € S,t €T.
Notemos que este conjunto de pares es estable bajo la accién de Q, ya que si
¢ € @ entonces
qqs.t,q's,qt qq's,t.q's, qt
Se sigue que la relacién de equivalencia R es una relacién de congruencia.

Entonces la proyecciéon m S x T — S x T'R es un Q-bimorfismo y satisface
la propiedad universal del producto tensorial. O

Si Q es un grupo conmutativo, entonces S ®¢ 71" puede ser construido en
la forma usual como el espacio de 6rbitas de la accién de Q en S x 1" dada por
gs,t qs,q"t. En general uno tiene el isomorfismo natural de Q-conjuntos,

HomgS ®@q T,W ~ HomgS, HomoT, W
B SRT =Wy S—= HomT, W s+ (s,
Para el reverso si tenemos v S — HomT, W definimos el Q-bimorfismo
f SxT — W s,t — ~yst. Por la propiedad universal del producto

tensorial existe g S ®g 1" — W tnico tal que el diagrama del producto
tensorial conmuta. Por lo que,

g S@oT =W~y S —= HomT, W

Se sigue que para un T fijo, el funtor S — S ®¢ T conmuta con colimites.
Sea® P — () un homomorfismo de monoides. Entonces f define una
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accién de P en Q dada por pg 60pq. Si S es un P-conjunto, el producto
tensorial () ®p S tiene la accién natural de Q-conjunto dada por ¢¢’ ® s
q¢' ® s,y el mapeo S — ) ®¢g S enviando s a ® s es un morfismo de
P-conjuntos. Si §; P — (); es un par de homomorfismos, entonces existe
una estructura tnica de monoide para () ®p () tal que

(®qqd ®4¢ 9 ®qq

y esta es también la tinica estructura monoidal para la cual los mapeos na-
turales (); — () ®p ¢ son homomorfimos. Se puede ver que esta estructura
convierte a () ®p () es una suma amalgamada de () y ) a través de P.

Observacién 2.24. Hemos visto que para un Q-conjunto fijo T,el funtor
S = S®qT conmuta con colimites. Quizas no es sorpresa que no conmuta
con limites en general. Queremos enfatizar que este funtor no conmuta con
productos finitos aun cuando T es libre. De hecho, si T tiene base w, enton-
ces S®qoT ~ S xw,ysilacardinalidad de es mas grande que uno, el funtor
S +— S X no conmuta con productos. Este hecho complica el célculo de
productos tensoriales por medio de sus generadores y relaciones. De hecho,
supén que [ — S es un homomorfismo sobre y E es la correspondiente re-
lacién de equivalencia en F, con F libre. Entonces F' — S es el coecualizador
de los dos mapeos ¥ = F', y da dado que ®(Q)T" conmuta con colimites, se
sigue que F'®o T' — S ®¢g T es el coecualizador de £ @ T' = F' ®¢ T
Por otro lado, el mapeo natural

FXFRQQT —-F®RqT xF®qT

no necesariamente es un isomorfismo, y la imagen de £/ ®¢g 1" en F' ®¢
T x F ®¢q T podria no ser una relacién de equivalencia. Por lo que uno se
queda con el problema de calcular la relacién de congruencia que genera.

Definicién 2.25. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto. El transportador de
S es la categoria TS cuyos objetos son los elementos de S y los morfimos
que van de un objeto s a uno t son los elementos ¢ € () tal que ¢s t. El
transportador de un monoide Q es el transportador de Q considerado como
Q-conjunto, y es denotado simplemente por TS.

Asosiado con la categoria TS existe un conjunto parcialmente ordena-
do que vale la pena hacer explicito.

Definicién 2.26. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto. Si s,¢ € S, diremos
que s < tsiexisteq € QQtalquegs ¢,yques~tsis<tyt <s.
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Supongamos que s < ¢ y ¢ < w. Entonces existe ¢, p € () tales que sq ¢
y tp w. Tenemos que qp € @), y asi

sqp tp w
De modo que s < w. Sea s € S. Entonces,
s s

Por lo que s < s. Por tanto esta relacién define un preorden en S. Veamos
que ~ es una relacién de congruencia en S. Claramente es reflexiva y simé-
trica. Supongamos que s ~tyt ~w.Asiques <, t <s,t <wyw <Ht.
Dado que < es un preorden en S, tenemos que s < w y w < s, de modo
que s ~ w. Sunpogamos que ¢ € () y a ~ b. Entonces,a < by b < a.
Por lo que existen ¢, € () tales que ta by rb a. Asi que utilizando la
conmutatividad tga gby rqb qa. De modo que ga < gby qb < qa. Asi,
qa ~ @b, y en conclusién ~ es una relacién de congruencia en S. Ademas es
facil ver que < es un odern parcial en S ~.

Utilizaremos esta notacion especialmente cuando S () con la represen-
tacién regular. Dado que ~ es una relacién de congruencia, se sigue de la
proposicién 1.1.3 que () ~ hereda una estructura de monoide.

2.3. Monoides integrales, finos y saturados.

Proposicién 2.27. Sea M un monoide conmutativo. Entonces existe un gru-
po M9 y un homomorfismo universal A\, M — M9 tal que dado cual-

quier otro homomorfismos f A — D existe un tinico homomorfismo
g M9 — Dcongoly f.

Demostracién. Uno puede construir M9 como el conjunto de clases de
equivalencia de pares z,y € M x M, donde z,y es equivalente a z',y/
si ysolosiexiste z € M talquex 3y z 2’ y 2. Uno escribe z — y para
denotar la clase de equivalencia de =, y, y entoncesx —y =’ —y' x 2’ —y v/
Y considerar

Av M — M% m— m,.

Entonces

HomM% G ~ HomM, G,

es decir, el funtor M +— M9 es adjunto izquierdo del funtor inclusién
que va de la categoria de grupos a la categoria de monoides; dado que tie-
ne adjunta derecha, autométicamente conmuta con la formacién de limites
directos.

Definicién 2.28. Si M es un monoide, definimos

M {meM IneM,mmn }.
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Notemos que M* es un submonoide de M. Es de hecho un grupo. Este
grupo es llamado el grupo de unidades de M. Cualquier homomorfismo de
un grupo a M se factoriza de manera tinica a través de M *. Asi que

HomM*,G HomM, G,

es decir, M +— M* es adjunto derecho del funtor inclusién que va de la cate-
goria de grupos a la categoria de monoides. El grupo M * acttia naturalmente
en M por traslacién. En particular definimos, M M M*

Definicién 2.29. Un monoide conmutativo se dice que es:
1. Sharp si M* {}

2. Dull si M* M, es decir, si M es un grupo.

3. u-integral sim € M,u € M*ym u m implica que u .
4. Cuasi-integral sim,n € M ym n m implica quen .
5. Integral sim,n,p € M ym n p nimplicaque m p.

Evidentemente todo monoide integral es cuasi integral, y todo cuasi in-
tegral es u-integral. Veamos que si M es es u-integral, entonces M * acttia
libremente en M. Supongamos que p m m, conp € M* ym € M. Enton-
ces por ser u-integral, se sigue que p . El mapeo universal ), es inyectivo
si y solo si M es integral. Supongamos que es inyectivoy m n p n con
m,n,p € M. Entonces, m, p,, y al ser Ay, inyectiva tenemos que m  p.
Supongamos que M es integral. Si A\y;m  Aj/p, tenemos que m, p,, es decir,
existe n € M tal que m n p n. Luego, al ser M integral, se sigue que m p,
por lo que A\ es inyectiva. De manera completsmente analoga podemos
demostrar que el mapeo inducido M* — M9 es inyectivo si y solo si M es
u-integral.

Notemos que para cualquier monoide M el cociente M es Sharp, ya que si
m € M es una unidad, existe n tal que m n m n . Lo cual implica que
existew € M* tal quem n u. Asi, m n —u , por lo que m € M?, es decir,
m . De este modo el mapeo M — M es el homomorfismo universal que va
de M a un monoide Sharp.

Para cualquier monoide M, el monoide M ~ es Sharp. Seam € M ~ uni-
dad, entonces existe n € M ~ tal que m nm n . Por lo que existe u € M
talqueuw m n ,asiu n m .Demodoquem .

Veamos que si M es quasi-integral, entonces

¢ MM* — M ~
me—=m
es un isomorfismo. Supongamos que ¢om ¢n.Demodo quem n,y existe

entonces f,g € M talesque f m nyg n m.Luego, f g m gn m,y
al ser M quasi-integral, tenemos que f ¢ , porlo cual f,g € M*. De este
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modo M 7, y asi ¢ es inyectiva. Claramente es sobre. Por lo tanto es un
isomorfismo.

Observacién 2.30. La formacién del grupo M9 conmuta con limites direc-
tos pero no con productos fibrados en general. Por ejemplo, sea s N — N
a,b—+abyt N— N a,b— .Entonces el ecualizador de s y t es cero. Sin
embargo, el mapeo asosiado en grupos Z — Z es la antidiagonal Z — Z,
enviandocac, —c.

Por otro lado, escierto quesif# P — () esinyectivay Q integral entonces
g9 P9 — ()9 es también inyevtiva. Supongamos que 6%a,b Oc,d.
Entonces 0a, 0b 0Oc,0d. Asi que existe z € () tal que fa 0d z Oc 0b z.
Como 6 es un homomorfismo fa d z c b z,y al ser Q integral se sigue que
fa d Oc b. Como 0 es inyectiva, se sigue que a d ¢ bporlocuala,b c,d,
y asi 09 es inyectiva también.

Proposicién 2.31. Si Q es un monoide integral y P es un submonoide, el
mapeo natural QP — Q9% P9 es inyectivo. Entonces () P puede ser identi-
ficado con la imagen de Q en Q9? P9". Un monoide Q es integral si y solo si
es u-integral y () es integral.

Demostracién. Si ¢, ¢’ son dos elementos de Q con la misma imagen en
(97 P9, entonces existen p, p’ tales que ¢ — ¢’ p — p’ en Q. Dado que
Q esintegral, ¢ p' p ¢ en Q. Se sigue que q y ¢’ tienen la misma ima-
gen en (QP. Entonces QP — Q9 P9 es inyectivo, y QP es integral. En
particular si Q es integral también lo es Q. Por el contrario, supongamos
que Q es u-integral y () es integral, y ¢, ¢', p son elementos de Q tales que
pq pq'-Dado que () es integral, existe una unidad u tal que ¢’ qu.Entonces,
qgp q p u,Dado que Qes u—integral, u y entonces q ¢'. Esto demuestra
que Q es integral. O

Definicién 2.32. Sea Mon'™ la subcategoria completa de Mon cuyos objetos
son los monoides integrales.

Para cualquier monoide M sea M " la imagen de \,;. Entonces
HomM®™ N HomM, N,

es decir, el funtor M +— M es adjunto izquierdo del funtor inclusién
Mon™ — Mon.

Proposicién 2.33. Sea Q la suma amalgamada de dos homomorfismos u;
P — Q; en la categoria de monoides. Entonces (™! es la suma amalgamada
de ui™ Pt — Q™ en la categoria Mon™, y puede ser identificada natu-
ralmente con la imagen de Q en Q% @ por Q% Si P, R, () son integrales y
cualquier de estos monoide es un grupo, entonces Q es integral.
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Demostracién. El hecho de que Q™ es la suma amalgamada de u!" en
Mon™ es una consecuencia formal del hecho de que M +— M™ preserva
colimites. Mas atin, dado que M — M9 también preserva colimites, Q9 ~
Q9 ®pow Q9. Se sigue que Q™' es la imagen de Q en Q9 ~ Q9 P por Q.
Supongamos ahora que cualquiera de P, (), () es un grupo y que ¢, ¢’ son
dos elementos de Q con la misma imagen en Q. Elige ¢,qy ¢, ¢’ en Q & Q
mapeando y;q y ¢’ respectivamente. Entonces vq vqg vq' vq' en Q%,y en-
tonces existen elementosa y b en P tales que ¢’ — ¢, ¢ — ¢ uwa — b, ub— a.
Entonces ¢ ub q uayq wa q ub. Sesigue de (2) proposicién 1.1.5 que
vquq vq'vq en Q, esdecir,queq ¢'.Por tanto, el mapeo ) — Q9% @ por Q9
es inyectivo y Q es integral. U

Definicién 2.34. Un monoide que es integral y finitamente generado es lla-
mado un monoide fino.

Definicién 2.35. Un monoide Q es llamado saturado si es integral y ademas
dado mq € 9, con m € Z, entonces q € ().

Por ejemplo el conjunto de los niimeros naturales N es saturado pero el
conjunto de los enteros mas grandes que un niimero natural d > no es
saturado.

Proposicién 2.36. Sea Q un monoide integral.

1. El homomorfismo natural Q?Q* — Q" es un isomorfismo.

2. Si Q es saturado, entonces Q" es libre de torsién.

3. Q°™ es el conjunto de elementos x en Q7 tales que existe n € Z con
nz € () es un submonoide saturado de )97], y el funtor () — Q** es adjun-
to izquierdo del funtor inclusién que va de la categoria M on*** de monoides
saturados a Mon™™.

4. Q es saturado si y solo si () es saturado. Un elemento de Q es una unidad

si y solo si suimagen en Q*** es una unidad.
—sat . , , .
5. El mapeo natural Q**Q* — @) es un isomorfismo. Mas atin, toda uni-

—sat .,
dad de Q™" es torsién, y el mapeo natural

Qsat -

—sat

es un isomorfismo.

Demostraciéon. Supén que q,q € () y ¢ — ¢ se mapea al cero en @gp. Dado
que Q C @gp, G G en (Q, entonces existe u € Q* con ¢ ¢ u. Entonces
¢ —q u € Q. Esto prueba (1). Supongamos que Q es saturado y ¢ € Q9
se mapea a un elemento de torsién g de Q”. Entonces ng € Q* para algin
n € Z,y dado que Q es saturado, tenemos que ¢ € (). El hecho que nq
pertenece a (Q* implica ahora que q pertence a Q*, asi ¢ € Q. Entonces
Q" es libre de torsién. Si P ¥ q son elementos de Q9 con mgq,np € Q,
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entonces mnp q € @, por lo que se sigue que Q**' es un submonoide de
Q9. Entonces Q**9 Q% ysiq € Q% y ng € Q*™, entonces existe un
m € 7Z tal que mng € Q. Se sigue que ¢ € Q**, asi que Q** es saturado. La
verificacién de la adjuncién del funtor () — Q*** es inmediata como la de
(4).

Sig € Q°*" y G es una unidad de @Sat, entonces existe unn elemento p de
Q**" tal que ¢p € Q*. Entonces existen m, n € Z tal que mqy np pertenecen
a Q. Pero entonces mnp mngqg € ¥, y asi mnq es una unidad de Q. Esto

.z —~sat
muestra que g es un elemento de torsién de Q™. Es claro que el mapeo de
(5) es sobre.
Supongamos que p y q son dos elementos de Q*** con la misma imagen en

—sat . —~sat
** Entonces ¢ — p € QY se mapea a una unidad de Q™" y entonces a un
q—p P y

=
elemento de torsién de Q* € Q”". De modo que mp — mq € Q**** para
algiin m. Entonces también mp — mq € ¥, asi que ¢ — p es una unidad de

(Q*"" y p y q tienen la misma imagen en @sat, lo cual prueba la inyectividad.

0

Definicién 2.37. A los monoides que son finos y saturados los llamaremos
fs-monoides.

Este tipo de monoides son de vital importancia en la geometria algebraica
logaritmica.

Definicién 2.38. Un monoide P se dice térico si es fino, saturado y ademas
P9 es libre de torsién.

En este caso PP puede ser visto como el grupo de caracteres de un toro
algebraico. Los esquemas que surgen de los monoides téricos forman los
componentes basicos de la geometria térica.

Proposicién 2.39. Sea {)M; i € I} un sistema dirigido de monoides donde
cada uno satisface una de las siguientes propiedades P: integral, saturado,
Dull. Entonces el limite directo M satisface P.

Demostracién. Supén que cada M, esintegral y seam € M .Entonces existe
it € I ym; € M, tal que m; se mapeaam. Paracadai — j,seam;; laimagen
de m; laimagen de m; en M. Entonces la multiplicacién mj; M; — M es
inyectiva. Se sigue que el limite de estos mapeos, es decir, la multiplicacién
por m, es también inyectiva. Entonces M es integral.

Supongamos que cada M; es saturado y € M9 con nz € M para algin
n > . Dado que la formacién de M9 conmuta con limites directos, existe
i € I'yx; € M mapeando a x. Reemplaando i por algtn elemento al
cual mapea, podemos asumir que existe m; € M; mapeando a nx. De nue-
vo reemplazando i, podemos asumir que nx; m; en M,. Dado que M, es
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saturado se sigue entonces que z; € M, y entonces x € M. Por tanto M es
saturado. Daod que la formacién de limites directos es la misma en la cate-
goria de monoides conmutativos y grupos, el limite directo monoides Dull
es Dull. O

Definicién 2.40. Un monoide M se dice Valuativo si es integral y para todo
x € MY ocurre que X 0 —x pertenecen a M.

Esto es equivalente a decir que el preorden en M9 definida por la accién
de M es un preorden total. El monoide N es valuativo y si V es un anillo de
valuacién, el submonoide V'’ de elementos no cero de V es valuativo. Todo
monoide valuativo es saturado. Si R es un anillo conmutativo, su monoide
multiplicativo R, -, no es cuasi integral a menos de que sea el monoide cero
yaque - -.Por otro lado, el conjunto R’ de divisores no cero de R forma
un submonoide integral del monoide multiplicativo R. Por ejemplo, Z' es

. ! . . ”, .
integral, y Z' 7'+ es un monoide libre, generado por los nimeros primos.

Si R es un anillo de valuacién discreta B R'R* es generado libremente
por la imagen de un uniforme de R’. Aunque existe un tinico isomorfismo
de monoides R'R* ~ N, este isomorfismo no es funtorial: si R — S es
una extensioén finita de anillos de valuacién con indice de ramificacién e, el
mapeo inducido B — S envia el generador dnico de R aeveceselde S
Si Q es un monoide conmutativo Sharp, los Q-conjuntos libres son muy
rigidos, como la siguiente observacion muestra.

Proposiciéon 2.41. Sea Q un monoide conmutativo Sharp, y sea S un Q-
conjunto libre. Entonces cualquier base para S es tinica bajo isomorfismos.
Explicitamente, todabase i 7" — S induce una biyeccién entre Ty S\ Q) S.

Demostraciéon. Sea¢ 1" — S una base de S. Dado que el mapeo inducido
Q) x T"— S es biyectivo, i debe ser inyectiva. Verifiquemos que si t € 7,
entonces it € S\ S. Supongamos que it gsconq € )y s € S. Entonces
existe un tbico ¢’,t' € Q) x T'tal que s ¢'it’, y también it ¢q'it’. Entonces
(1,t) y q¢', t son dos elementos de ) X T' con la misma imagen en S, por lo
que ¢¢' . Dado que Q es conmutativo, ¢ € Q* y al ser Q Sharp, ¢ . Como
q era arbitrario, it € ).S. Por otro lado, supén que s € S\ () S. Dado que
i es una base para S, existe algin ¢, € Q@ x T qit syse€ QS,q ys it
Entonces el mapeo inducido que vade Ta S\ ().S es también sobre. ~ [J

2.4. Ideales, caras y localizacion.

Definicién 2.42. Un ideal de un monoide M es un subconjunto I tal que
paratodoqg € I yk € M tenemosqueq k € I.

Definicién 2.43. Un ideal I de M es primosi I /M ysiq k € I entonces
gelokel.
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Definicién 2.44. Una cara F de M es un submonoide tal que pq € F'implica
quep € F'yqge F.

Por ejemplo el conjunto vacié es un ideal primo de M, como también el
conjunto M de no unidades de M. Notemos que cualquier ideal I contenien-
do una unidad u debe ser todo M, ya que de este modo u—wu € I,y asi para
todo m € M se tendria que m m € I. Por tanto todo ideal propio debe
estar contenido en M. Entonces M es el inico ideal propio maximal de M.
Mas atin, como el vacio es subconjunto de todo conjunto. tenemos que ) es
el inico ideal minimal de M. En muchos aspectos un monoide es analogo a
un anillo local.

Definicién 2.45. Un homomorfismo de monoides § P — () se dice local si
0~(@ P, o de manera equivalente, 6~Q* P*.

Observemos que dado un monoide M una cara F es justamente un sub-
monoide cuyo complemento es un ideal primo, y un ideal primo P es un
ideal cuyo complemento es una cara. Entonces,

p— M\p
M\ F < F

define una biyeccién entre las caras y los ideales primos de M.

El conjunto de unidades M* es la cara mas pequefia de M ya que su comple-
mento M es el ideal maximal. Ademas M es la cara mas grande ya que su
complemento es () el cual es el ideal minimal. La nocién de una cara de un
monoide corresponde a la nocién de un subconjunto multiplicativo satura-
do de un anillo.

Como en el caso de anillos, la interseccién de una familia de ideales es un
ideal, pero para monoides la unién de una familia de ideales también es un
ideal. Mas atin la unién de una familia de ideales primos es un ideal primo
y la interseccién de una familia de caras es una cara.

Definicién 2.46. Sea M un monoide y T un subconjunto de M. Entonces la
cara generada por T, denota por < T >, es la interseccién de todas las caras
que contienen a T.

Esto es analogo al conjunto saturado multiplicativo generado por un sub-
conjunto de un anillo.

Definicién 2.47. Sea M un monoide. Definimos el ideal interior /;; como
la intserccién de todos los ideales primos no vacios de M.

Definicién 2.48. Sea M un monoide. Denotamos por Spec M al conjunto
de ideales primos de M.

Definicién 2.49. Sea M un monoide. Para cada ideal I denotamos por Z(I)
al conjunto de ideales primos de M que contienen a I.
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Entonces si M es un monoide y I, es alguna familia de ideales, U, es un
ideal de M y ZUIy NZI,. También si I y J son ideales, también lo es IJ
el conjunto de todos los elementos de la formai+jconi € [y j € J,y
ZINZJ ZIJ ZIUJ.Por lo tanto el conjunto de todos los subconjuntos
de Spec M de la forma Z(I) con I un ideal es cerrado bajo intersecciones
y uniones finitas, y entonces define una topologia en Spec M llamada la
Topologia de Zariski. Dado que M tienen un tnico ideal primo minimal,
Spec M tiene un dnico punto genérico, es decir,

{0} Nycz1Z1
NrcpZ 1
Z0
Spec M

y en particular es irreducible. Dado que M tiene un tnico ideal maximal
este tiene un tnico punto cerrado, es decir,

{M} ﬂ{M}cZIZ]
NremZ1

mIeSpec MZ[

{M}.

Definicién 2.50. Sea f € M y F la cara generada por dicho elemento. De-
finimos,

Df Sy {p fep} {p pNF 0}

Es facil ver que S} es un abierto en Spec M, y que el conjunto de este tipo
de subconjuntos forman una base para la topologia en Spec M.
Notemos que Spec M nunca es vacio ya que siempre contiene al ideal primo
vacio y al ideal maximal ). Estos dos puntos coinciden si y solo si todo
elemento de M es una unidad, es decir, si y solo si M es un grupo.
Sif P — () es un homomorfimos de monoides, tenemos que la imagen
inversa de un ideal es un ideal, la imagen inversa de un ideal primo es un
ideal primo y la imagen inversa de una cara es una cara. Entonces ¢ induce
un mapeo continuo,

0* Spec) — Spec P p+— 07p

La relacién de preorden es usado para describir los ideales y las caras de un
monoide, como muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 2.51. Sea S un subconjunto de un monoide Q y P el submonoide
de Q generado por S.
1. El ideal (S) de Q generado por S es el conjunto de todos los ¢ € @ tal que
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s < g, paraalgin s € S.

2. La cara < S > de Q generada por S es el conjunto P’ de elementos ¢ € ()
para los cuales existe p € P tal que ¢ < p. En particular, la cara generada
por un elemento p € () es el conjunto de todos los elementos g € () tal que
¢ < npparaalginn € N.

3. Si Q es integral, entonces () P es Sharp si y solo si P9 N () es una cara de
Q. En particular si F es una cara de Q, entonces () F es Sharp.

Demostracién. 1) Sea T {g € Q s < ¢,s € S}. Consideremos ¢ € T'y
k € Q. Entonces existe s € S tal que s < ¢. De modo que s < ¢ k y asi
q¢ k € T. Por tanto T es un ideal de Q. Ademas claramente S C 7" ya que
5 < s. Por otro lado, sea ¢ € T, por lo que existe s € S con s < g. Mas atin,
existe f € Qtalque f s ¢.Sea S C I ideal de Q. Entoncesq f s € I
yaque s € S C I. Al ser I arbitrario tenemos que ¢ € S. Concluimos por
doble contencién que 7" S.

2) Notemos que un submonoide F de Q es una cara i y solo si F contiene
a q siempre que ¢ < f paraalgin f € F. Entonces < S > contiene F’.
Dado que de hecho P’ es necesariamente una cara de Q conteniendo §, se
sigue que P/ < S > .

3) Supongamos que Q es integral. Entonces Q/P puede ser identificado
con la imagen de Q en ()9? P9, por la proposicién 2.31. De modo que un
elemento ¢ € () mapeaaoen QP siysolosiq € ()N P%,y qmapeaauna
unidad en Q/P si y solo si exist un elemento ¢’ € Q tal que ¢ ¢’ € P9, es
decir, si y solosi ¢ €< Q N P% >. Esto muestra que Q/P es Sharp si y solo
si (Q N P9 es una cara de Q. Finalmente notemos que si F es una cara de Q,
yq € QN F%, entonces ¢ f € F,paraalgiun f € F;entoncesq € F'. [J

Corolario 2.52. Sea K un ideal de un monoide Q y
VK {qeQ nge K,neN}

su radical.

1. V'K es un ideal radical, es decir, V VK VK

2. V K es la intserccién de todos los ideales primos que contienen a K.

3. El mapeo I — ZI induce una biyeccién entre los ideales radicales de Q
y los subconjuntos cerrados de Spec (), con inversa S — N{p p € S}.

4. Un subconjunto cerrado S de Q es irreducible si y solo si el correspon-
diente ideal radical es primo.

Demostracién. 1) Procedamos por dobel contencién. Sea ¢ € VK, asi
que existe n € N tal que ng € v K. Nuevamente, existe m € N tal que

mnq € K. De modo que ¢ € VK. Asi VVK C VK. la otra inclusién es
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clara.

2) Es claro que V'K esta contenido en todo ideal primo conteniendo a K.
Por el contrario, supongamos que ¢ € Q\ V'K y sea f un elemento de la cara
F de Q generada por q. Por la proposicién 2.51, existen'y ¢’ tal que ng f ¢
Dado que ng € K, lo mismo es cierto para f. Esto muestraque FN K (), y
entonces p () \ F es un ideal primo de Q conteniendo a K pero no a q.
3)Esclaroque ZJ C ZIsiI C J.SiS es cualquier subconjunto de Spec ),
entonces NS N{p p € S} es claramente un ideal radical de Q, y S C
ZNS, dado que para todo primo p € S, NS C p. Mas atin, si I es un ideal
cualquiera de Q y S C ZI entonces I C p para todo p € S, y entonces
I cNSyZnS C ZI.Entonces ZNS es la clausura de S. En particular si S
es cerrado, S ZNS. Por otro lado, si K es un ideal radical, (2) establece que
K NZK.Esto completa la demostracién de (3).

4) Si S es cerrado y Z(S) es un ideal primo p, entonces p € S y Sesla
clausura de {p} y entonces es irreducible. Por el contrario, si S es irreducible
a b € NS, entonces a b pertenece a todo p € S; entonces todo p contiene a
ob, y también S C Za N Zb. Ya que S es irreducible, este contiene a Z(a) o
a Z(b). Si por ejemplo S C Za, se sigue que /a C NS,y dado que NS es un
ideal radical se tiene que a € NS. Por tanto NS es primo. O

Proposiciéon 2.53. Sea M un monoide, S un subconjunto de M y E un M-
conjunto. Entonces existe un M-conjunto, denotado por S™E, en el cual
los elementos de S actuan biyectivamente y un mapeo \¢ £ — S F
con la siguiente propiedad universal: para cualquier homomorfismo de M-
conjuntos f E — E’ tal que los elementos de S actiian biyectivamente en
él, existe un dnico M-mapeo g S™E — E' tal que

E—2SF

N

E/
el diagrama conmuta. El morfiso \g es llamado la localizacién de E en
S. Un morfismo de M conjuntos ¢ E — E’ induce un morfismo ¢g
S™FE — ST FE';si ¢ es inyectivo (suprayectivo) entonces ¢g es inyectivo
(suprayectivo).

Demostracién. Sea T el submonoide de M generado por S. El conjunto S™E
puede ser construido como el conjunto de clases de equivalencia de pares
e,t € ExT,dondee,t =€’ t'si, ysolosiett” et't" paraalgint” € T.Y
definimos Ag como

A¢ E— S E e—e,
Y la accién de M en ST E se define como me,t me,t. Veamos ahora que
dichas definiciones satisfacen la propiedad universal.
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Sea§ M — EndS™E el homomorfismo de la accién definida anterior-
mente y s € S. Probemos que s S™E — S™E es biyectiva. Supongamos
que 0sa,b 0Osc,d, entonces sa,b sc,d. Por lo que existe t € T tal que
sadt scbt. Se sigue que a,b ¢, d por o que 05 es inyectiva.
Seae,t € S™E. Notemos que st € T'ya que s € S. Por lo que claramente
Ose, st se,st e,t. En conclusién 6s es biyectiva. Sea f E — E’ con S
actuando biyectivamente en E'. Sea e,t € S™FE definimos g £ — E’
e,t — fte. Entonces,

goige ge, f-e fe
Por lo tanto nuestras definiciones satisfacen la propiedad universal.
Supongamos que ¢ E — E’ esinyectiva y que ¢ge,t  ¢ga,b. Entonces,
pe,t ¢a,b, y asi que existe w € T tal que pebw ¢atw. Como ¢ es un
M-morfismo se sigue que pbwe ¢@twa. Al ser ¢ inyectiva tendremos que
bwe twa, porlo cual e, t a,b. De modo que ¢g es inyectiva. O

Sea M un monoide y F una cara de M. Sip M \ F es el ideal primo
correspondiente, escribiremos £, en lugar de S~ E.

Definicién 2.54. Un M-conjunto E es llamado M-regular si los elementos
de M acttan inyectivamente en E.

Si este es el caso, el morfismo localizaciéon A\gs E — S™FE es inyectivo,
para todo subconjunto S de M.

El caso més importante de la definicién anterior es la representacion re-
gular, cuando M acttia sobre £ M por traslacién. Entonces Mg S~ M
tiene una estructura inica de monoide dada por

a,bc,d ac,bd

y para la cual \g es compatible con las M-acciones. El morfismo A\¢ M —
Mg esta también caracterizado por una propiedad universal: cualquier ho-
momorfismo A M — N con la propiedad A\s € N* para cada s € S se
factoriza de manera dnica a través de Mg. De hecho, todo elemento de la
cara < S > generada por S mapea a una unidad en S™ M,y AgM$ < S >.
De hecho, si m €< S >, se sigue por la (2) de la proposicién 2.51 existe
m’ € M tal que mm’ pertenece al submonoide T de M generado por S.
Entonces Agmm' es una unidad en Mg, por lo que también lo es m/. Por el
contrario, si Agm es una unidad de Mg, entonces existe m' € M yt' € T
tal que m, m’,t’ = .. Esto significa que existe t € T tal que mm't t't.
Dado que tt' €< S >, se sigue que m €< S >. Si M es integral, entonces
el mapeo natural S~ M — M9 esinyectivo, y S~ M puede ser identificado
con el conjunto de elementos en M9 de laformam —tconm € M y ten
la cara de M generada por S. Si§ M — N es un morfismo de monoides
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y S es un subconjunto de M, escribimos STV para denotar la localizacién
de N por la imagen de S bajo 6, cuando no hay riesgo de confusién. Note-
mos que si E es un M-conjunto, entonces el monoide localizado Mg acttia
naturalmente en Eg, y de hecho el mapeo natural Mg @)y £ — Eg esun
isomorfismo.

Definicién 2.55. Sea Q un monoide.
1. La dimensién de Q es la longitud maxima d de todas las cadenas de ideales
primos

bpcpc---CpaQ,
es decir la dimensién de krull del espacio topolégico Spec ().
2. Sip € Spec ), la altura de p, denotada por htp, es la longitud maxima de
una cadena de ideales primos

ppC--CpCp p.

Si p es un ideal primo de Q, el mapeo Spec ), — Spec () inducido por el
mapeo localizacién A () — (), es inyectivo e identifica Spec (), con el sub-
conjunto de Spec () que consiste de aquellos ideales primos que contienen a
p. De manera equivalente, /' — A~ F es una biyeccién entre el conjunto de
caras de (), y el conjunto de caras de Q conteniendo a ) \ p. Esta biyeccién
preserva la topologia y el orden. En particular, todo ideal de (), es inducido
por un ideal de Q. Mas atin, tenemos que htp dim(@),. Si Q es fino, Spec ()
es un espacio topoldgico finito. La siguiente proposicién sera demostrada
hasta después:

Proposicién 2.56. Sea Q un monoide integral.
1. Spec () es un conjunto finito si Q es finitamente generado.
2. dimQ < rankQ”, con igualdad si Q es fino.

3.Si Qes fino, todo cadena maximal de ideales primos tiene longitud dim().
2.5. Monoides idealizados.

Definicién 2.57. Un monoide idealizado es un par M, K, donde M es un
monoide y K es un ideal de M.

Definicién 2.58. Un homomorfismo de monoides idealizados
0 PI—Q,J
es un homomorfismo de monoides P — () que enviala].

Definicién 2.59. Un ideal primo de un monoide idealizado (M,K) es un ideal
primo P de M tal que K C P.

Definicién 2.60. Una cara de un monoide idealizado (M,K) es una cara F de
Mtal que M N F (.
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Definicién 2.61. Spec M, K es el conjunto de ideales primos de M, K.

Notemos que Spec M, K es vacio si y solo si K M. Si Spec M, K (),
entonces no hay ideales primos de M que contengan a K, por lo que X' M.
Por otro lado, si K M y dado que todo ideal primo es propio, tenemos que
no existe p € Spec M tal que M C p. Por lo que definiremos lo siguiente.

Definicién 2.62. Diremos que un monoide idealizado (M,K) es aceptable si
K es un ideal propio de M o M es el monoide cero.

Escribiremos Moni para denotar la categoria de monoides idealizados
aceptables. El funtor Moni — Mon @Q,I — () tiene un adjunta izquierda
completamente fiel, la cual toma un monoide P y lo envia al monoide P, (.
Entonces, podemos ver a Mon como una subcategoria completa de Moni.

Observacién 2.63. La dimensién de Krull de (M,K) es el supremo la longitud
maxima de las cadenas de ideales primos de (M,K), o de manera equivalen-
te, de una cadena de caras de (M,K). Si C es una cadena maximal de caras,
entonces ' UC' es otra cara de (M,K) y entonces pertenece a C; mas aun,
cada miembro de C es una cara de F. Entonces el conjunto de caras de (M,K)
admite elementos maximales, y la dimensién de (M,K) es igual al maximo
de la dimensién de sus caras.

Limites y colimites existen en la categoria de monoides idealizados, y son
compatibles con el funtor olvidadizo a la categoria de monoides.

Observacién 2.64. El pushout de un par de homomorfismos u; P,I —
Qi, J; en la categoria de monoides idealizados esta dado por los mapeos ob-
vios v; Q;, J; = @, J donde Q; — (@ es el pushout como monoides y J es
el ideal de Q generado por las imagenes de J;.

3. FINITUD, CONVEXIDAD Y DUALIDAD
3.1. Finitud.

Proposicién 3.1. Un monoide M es finitamente generado si y solo si M*
es finitamente generado como grupo y M es finitamente generado como
monoide.

Demostracién. Si S es un conjunto finito de generadores para M, entonces
cualquier elemento no cero m de M se puede escribir como una suma ) | n;s;
con n; > . Si m es una unidad, entonces cada s; lo es, y se sigue que M* es
generada por el conjunto finito S N M*. Ya que M — M es sobre, M es fi-
nitamente generado como monoide. Por el contrario, supongamos que {s;}
es un conjunto finito de generadores del grupo M* y {¢;} es un subconjun-
to finito de M cuya imagen en M genera a M como monoide. Entonces el
conjunto, {s;, —$;, t;} generaa M como monoide. O
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Definicién 3.2. Sea M un monoide, X un M-conjunto y S C X. Decimos
que s € S es un elemento M-minimal de S si, para cualquier s’ € S con
s' < ssetiene que s < 5.

Si no hay peligro de confusién solo diremos minimal en lugar de M-
minimal. Por ejemplo con la accién regular de M en si mismo, las unida-
des son los elementos minimales de M. Si M es cuasi integral los elementos
minimales del ideal maximal M son llamados irreducibles. Entonces, un ele-
mento ¢ € M esirreduciblesi y solosic € M ysic a b, entoncesaobes
una unidad de M.

Proposicién 3.3. Sea M un monoide cuasi integral sharp. Entonces todo
conjunto de generadores de M contiene a todos los elementos irreducibles
de M. Si en adicién M es finitamente generado, entonces el conjunto de
elementos irreducibles de M es finito y genera a M.

Demostracién. El primer enunciado es claro. Supongamos ahora que M es
finitamente generado. Es claro que todo conjunto finito de generadores con-
tiene un conjunto minimal de generadores. Sea S tal conjunto minimal. Vea-
mos que todo elemento x € S es irreducible. Sixz y zcony,z € M,
podemos escribir a y y z como suma de elementos de S, digamos y > ass
y z > bss, donde as,bs € N para todo s € S. Entonces ) ¢ss con
cs as bs.Sea S” S\ {z},asi que x ¢,z m' donde m’ estd en el submo-
noide M/’ de M generado por S’. Si ¢, ,entoncesz € M’y S’ generaa
M, contradiciendo la minimalidad de S. Entonces ¢, > y podemos escribir
¢y —x m' ,yalsersharp implica que c, ym' .Entoncesy a,ryz b,x,
donde a, b, .Entoncesexactamente uno de los dos de y y z son cero, por lo
que x es irreducible. Ya que S genera a M por hipbtesis y al ser los elementos
de S irreducibles, M es generado por su conjunto de elementos irreducibles.
Ya que S contiene a todos los elementos irreducibles de M y es finito, estos
solo pueden ser un nimero finito. O

Corolario 3.4. El grupo de automorfismos de un monoide sharp fino es fi-
nito y esta contenido en el grupo de permutaciones del conjunto de sus ele-
mentos irreducibles.

Demostraciéon. Sea M un monoide sharp y fino. Por la proposicién 3.3 tene-
mos que el conjunto de elementos irreducibles S de M es finito y generaa M.
Dado que los automorfismos de M estan determinados por sus generadores
y estos son finitos tendremos que el nimero de automorfismos también sera
finito. Sea X el conjunto de sus elementos irreducibles y ¢ un automorfismo
de M. Veamos que s € M es unidad si y solo si ¢s es unidad. Supongamos s
es unidad, entonces existe t € M tal que s ¢t . De modo que ¢s ¢t ¢s t .
Por otro lado si ¢s es unidad tenemos que ¢s m . Al ser ¢ un automorfismo
existet € M tal que ¢s t ¢s ¢t yportantos t .Seas € X entonces
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por lo anterior ¢s no es una unidad. Supongamos que ¢s a b. Luego, por
ser ¢ un automorfismo existen x,y € M tales que ¢s ¢x ¢y ¢x yy asi
s x y.Dado que s € X tenemos que x o y son unidades, supongamos que
x lo es. Entonces por la observacién inicial ¢ a es una unidad. De modo
que ¢s € X. Supongamos ahora que ¢s ¢ € X. Por la observacién inicial
tenemos que s no es unidad. Supongamos que s a b. Entoncest ¢s ¢a ¢b,
por lo que ¢a o @b es unidad, supongamos que ¢a lo es. Por tanto a es uni-
dad y asi s € X. Concluimos que el automorfismo ¢ permuta los elementos
irreducibles de M y por lo tanto es isomorfo a un subgrupo del grupo de
permutaciones de elementos irreducibles.

g

Definicién 3.5. Sea M un monoide y S un M-conjunto. Diremos que S es
noetheriano si todo M-conjunto de S es finitamente generado.

Diremos que M es noetheriano si lo es con la representacién regular. Es
claro que una unién finita de M-conjuntos noetherianos es noetheriano, que
un M-subconjunto de un M-conjunto noetheriano es nuevamente noethe-
riano, y que la imagen de un M-conjunto noetheriano es noetheriano. Se
sigue que si M es un monoide noetheriano, entonces uun M-conjunto es
noetheriano si y solo si es finitamente generado como M-conjunto.

Proposiciéon 3.6. Sea M un monoide y S un M-conjunto. Entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

1. Todo M-subconjunto de S es finitamente generado, es decir, S es noethe-
riano.

2. Toda cadena ascendente S C S C ... de M-conjuntos de S es eventual-
mente constante.

3. Toda sucesién s, s, ... en S contiene una subsucecsién creciente.

4. Todo subconjunto no vacio de S contiene un elemento minimal, y solo
hay finitas clases de equivalencia de tales elementos para la relacién de equi-
valencia ~.

5. Todo conjunto no vacio de M-subconjuntos de S tiene un elemento ma-
ximal.

6. El cociente de S por la relacion de congruencia ~ es noetheriano.

Demostracién. La equivalencia de (1),(2) y (5) se pueden de la misma forma
que en el caso de médulos sobre anillos. Supongamos que se cumple (2) y sea
s, s, ... unasucesién en S. Para cada i sea s; el M-subconjunto de S generado
pors;y S; sU...Us;. Entonces S C S C ..., asi que por (2), existe algtin
N € Ntal que S; Sy paratodo j > N. Entonces para todo j > N existe
¢ < N tal que s; > s;. Ya que hay infinitos j y finitos i, tiene que existir un
¢ < N yunasucesiéon j < j < ... tal que s; < s;, para todo k. Entonces,
reemplazando s, s, ... por la subsucesién s, s;, 5, ..., podemos asumir que
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s; < sj para j > . Repitiendo este proceso, podemos asegurar que s < s,
para j > 7y asi sucesivamente.

Para probar que (3) implica (4) primero observemos que cualquier sucesién
decreciente en S es eventualmente una sola clase de equivalencia bajo ~.
De hecho, (3) implica que existe una sucesién creciente i; j € Z tal que
Si, S;, ... es creciente. Entonces todo los s; con @ > ¢ son equivalentes. De
hecho, si i > i, elegimos j tal que ¢; > i, y entonces

Si 2 Si 2 Si; 2 Si-

Aora si T es un subconjunto no vacio de S, tomamos un elemento ¢ de T. Si
t es M-minimal, no hay nada que hacer; si no, entonces existe t € 7' tal que
t<tyt z t. Sit es M-minimal, estd hecho, y si no, existet cont <ty
t # t. Continuando de esta forma, podemos encontrar una sucesién ¢, ¢, ...
de elementos de T tal que ¢; ;é t;— para tod i. Como hemos visto, tal sucesién
debe terminar, por lo que podemos encontrar un elemento M-minimal de T.
Si hubiera un ndmero infinito de clases de equivalencia de tales elementos
minimales, podriamos encontrar una sucesién infinita s, s, ... de elementos
todos pertenecientes a distintas clases de equivalencia, y por (3) tal sucesién
deberia contener una subsusecion creciente. Pero entonces s < sy s ~ s,
contradiciendo la minimalidad de s, lo cual prueba (4).

Supongamos que (4) se cumple y sea T un M-subconjunto de S. Por (4), exis-
te un conjunto finito 7" de elementos minimales de T tal que todo elemento
minimal es equivalente a algtin elemento de 7”. Sea t un elemento arbitrario
deTyT;, {s €T s <t} EntoncesT;no esvacioy asi por (4) contiene un
elemento minimal ¢”. Notemos que si t” € T'y t"" < t”, entonces t"”" € Tym
y entonces t"”" ~ t”, por la minimalidad de ¢". Entonces t” es de hecho un
elemento minimal de T, y entonces es equivalente a algtin elemento ¢’ € T".
Yaquet” € T;,t mt" m't' paraalgunosm,m’ € M. Entonces el conjunto
finito 7" genera a T. Esto prueba (1).

Seam S — S ~ laproyeccién natural y S’ un M-subconjunto de S. Note-
mosquesis’ € S’ys € Sys ~ s, entoncess € S’.Demodo que S’ 7~ 7S5,
por lo que 7 induce una biyeccién entre la familia de M-subconjuntos de
S y los de S ~. Entonces (5) se cumple para S si y solo si se cumple para

S ~. U

Corolario 3.7. Todo monoide dull es noetheriano, y un monoide es noethe-
riano si y solo si su sharperizacién es noetheriano.

Lema 3.8. Si P y Q son son noetherianos, entonces P @ () es noetheriano.
En particular si Q es noehteriano, enotnces () & N es también noetheriano.

Demostracién. Sea p;, ¢; unasucesién en P@® (). Dado que P es noetheriano,
existen una sucesion creciente n en N tal que tal que la subsucesién p;, es
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creciente. De manera anéaloga si Q es noetheriano tenemos que existe m en
N tal que g;, es creciente, por lo que p;, ,¢q;, también es creciente. [

Lema 3.9. Toda relaciéon de congruencia en un monoide finitamente gene-
rado es finitamente generado (como relacién de congruencia).

Demostracién. La demostracién de este lema se puede consultar en [Ogu18].

0

Teorema 3.10. Un monoide finitamente generado es noetheriano y finita-
mente presentado. Por el contrario, un monoide noetheriano, sharp y cuasi
integral es finitamente generado.

Demostracién. Es inmediato ver que si M/ — M’ es sobre y M es noethe-
riano, entonces M’ es noetheriano. Entonces se sigue del Lema anterior y
por induccién que todo monoide finitamente generado es noetheriano. El
hecho de que un monoide finitamente generado es finitamente representa-
do se sigue del lema anterior.

Por otro lado, supongamos que M es sharp, cuasi integral y noetheriano.
Podemos asumir que M no es el monoide cero. Por (4) de la proposicién 3.6
al subconjunto no vacio M de M, podemos ver que el conjunto S de ele-
mentos minimales de M es finito y no vacio. Mas atn, todo elemento de M
puede ser escrito como suma de elementos de S. Entonces M es finitamente
generado. O

Corolario 3.11. Un monoide M cuasi integral es noetheriano si y solo si M
es finitamente generado.

Demostracién. Supongamos que M es noetheriano. Entonces por el corola-
rio 3.7 tenemos que M es noetheriano. Dado que M es cuasi integral tamién
M lo es. De igual forma recordemos que M siempre es sharp. Por el Teore-
ma 3.10 se sigue que M es finitamente generado. Supongamos ahora que M
es finitamente generado. Por el Teorema 3.10 se tiene que M es noetheriano
y finitamente representado. Por el corolario 3.7 se sigue que M es noethe-
riano. u

Corolario 3.12. Si M es un monoide finitamente generado, cualquier M-
subconjunto de un M-conjunto finitamente generado es finitamente gene-
rado, y de hecho es generado por un conjunto finito de elementos minimales.

Proposicién 3.13. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto finitamente gene-
rado. Supongamos que ¢s /4 para todo s € Sy para todo g € (). Entonces
S es generado por S\ )S . En particular, si QS S, entonces de hecho S 0.

Demostracién. Sea {s, ..., s,} un conjunto finito de generadores para S.
Después de omitir algunos elementos, que ningtin subconjunto propio ge-
nera a S. Entonces es suficiente probar que cada s; € QS.Sis, € @S,
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entonces existe ¢ € () y s € Stal que s,, sq, y dado que {s, ..., s,,} ge-
neraa S, existeni < nyq € (@ tal que s ¢'s;. Entonces s, ¢qq's;, y si
i < n el conjunto {s, ..., s, } contradiciendo la minimalidad de S. Se sigue
que i nasi que s, qq'sy. La hipétesis entonces implica que ¢¢’ es unidad
contradiciendo que ¢ € ). O

Definicién 3.14. Un ideal propio q C M es primario si az € q para cual-
quiera € M \ \/qyz € q.

Proposicién 3.15. Sea M un monoide noetheriano.

1. Si q es un ideal primario de M, entonces su radical ,/q es primo, y existe
un elemento x de M tal que \/q {a azx € q}.

2. Todo ideal de M puede ser escrito como la intserccién de de un nimero
finito de ideales primarios.

3.8i K qN...Nq, donde cada q; es un ideal primario de M, sea F; M\ /q;
y F FN..NF,. Entonces M \ K es estable bajo la multiplicacién por F.

Demostracién. Supongamos que P es primario, y a € /p pero ax € \/p.
Entonces existe n € N tal que a"z" € p, y como q es primario, se sigue que
x" € qy por tanto x € ,/q. Entonces /q es primo. Paracada x € M \ g, sea
K, {a ax € q}. Entonces K, C /9. Més atin, como M es noetheriano,
existe z € M \ q tal que K, no esta propiamente contenido en en cualquier
K. Veamos que de hecho K, /q. De hecho, si b € ,/q, entonces alguna
potencia de b pertenece a ,/q, y entonces existe un n € N tal que b"x € q
pero bz € q.Seax’ b"x.Entonces K, C K/, y por maximalidad K, K.
Ya que b € K/, se sigue que b € K, completando la demostracién de (1).
Si (2) no se cumpliera, podriamos encontrar un ideal de M que es maxi-
mal entre todos los ideales que no admiten una descomposicién primaria.
Tal ideal K deberia ser necesariamente propio. Para a € M \ VK , sea
K, {z a"r € K}. Entonces K C K C K C ..., por lo que existe un
n € Ntal que K,, K,. Notemos que si z € K N a", podemos escribir
x a"y € K paraalginy € M,y ar a"y. Entoncesy € K,, K, por lo
que z a"y € K. Esto implica que K Na™ C K,y entonces K K N K’
con K/ K Ua" Yaquea € VK, K' estrictamente contiene a K y en-
tonces admite una descomposicién primaria. Entonces K no admite unna
descomposicidn, y entonces K K. Esto significa que z € K para cualquier
ar € K,suponiendo como antes que a € v/K. Hemos demostrado de hecho
que K es primario, otra contradiccién.

Para (3) supongamos que fm € K, donde f € F'ym € K. Entonces
fm € q; paratodoiy yaque f € /g, se sigue que m € q; para todo i, por
loquem € K. O
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Definicién 3.16. Un homomorfismo de monoides es exacto si el siguiente
diagrama

]

gp 5 ()IP
P gap Q

es cartesiano.

Proposicién 3.17. Los siguientes enunciados se cumplen.

1. Si M es un monoide, el mapeo diagonal ,;, M — M x M es exactosiy
solo si M es integral.

2. Un homomorfismo exacto § P — () eslocal, y es inyectivo si P es sharp.
3.Sea @ P — () un homomorfismo de monoides integrales. Entonces 6 es
exacto si y solo si para cualquier p,p € P, 0p > 0p implica que p > p.

4. En la categoria de monoides integrales, el pullback de un homomorfismo
exacto es exacto.

5. Sea P un submonoide de un monoide integral Q. Entonces la inclusién

i P — @ exactasiysolosi @ \ P es estable bajo la accién de P en Q.

Demostracién. Los detalles de la demostracién se pueden encontrar en [Ogu18].

O

Lema 3.18. Sea P un submonoide exacto de un monoide fino sharp Q y un
subconjunto no vacio de P . Entonces un elemento s de es P-minimal in
si y solo si 695 es Q-minimal en §97.

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que P y Q son
sharp. Entonces 097 es inyectivo, ya que ¢ es exacto. Sea s un elemento de .
Es claro que s es P-minimal en si f/s es Q-minimal en 6?. Por otro lado, si
s’ € y s < 0% s entonces ¢ 0%s — 095" € () y se sigue de la exactitud
def quep s — s’ € P. Entonces S no puede ser P-minimal en S. U

Lema 3.19. Si# P — () es un homomorfismo exacto de monoides inte-
grales y Q es saturado, entonces P también es saturado.

Demostracién. Supongamos que x € P9 y nx € P. Entonces nflx 0nx €
@), y ya que Q es saturado, se sigue que f € (). Como Q es exacta conclui-
mos que * € P, es decir, que P es saturado. O

Teorema 3.20. 1. Sea § P — () un homomorfismo exacto de monoides
integrales. Sup6n que S es un P-subconjunto de P cuya imagen en ()%
estd contenida en un Q-conjunto noetheriano. Entonces S es un P-conjunto
noetheriano.

2. Todo submonoide exacto de un monoide fino (respectivamente satura-
do,térico) es fino (respectivamente saturado, térico).
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3. Una cara de un monoide integral es un submonoide exacto. Toda cara de
un monoide afin es finitamente generado.

4. Toda localizacién de un monoide fino es saturado.

5. El ecualizador E de dos morfismos de monoids integrales §; P — () es
un submonoide exacto de P. Si P es fino (saturado), entonces lo mismo es
cierto para E.

6. El producto fibrado de unn par de monoides finitamente generados (fino,
saturado) sobre un monoide integral es finitamente generado (fino, satura-
do).

7.81 P — () es un homomorfismo de monoides finos, entonces la relacién
de congruencia £/. P X P es finitamente generada como un monoide y
en particular como una congruencia en P.

8. Sea P y Q monoides. Si Q es fino y P es finitamente generado, entonces
Hom(P,Q) es tamién fino. Si Q es saturado, Hom(P,Q) también es saturado.

Demostracién. Los detalles de la demostracién se pueden encontrar en [Ogu18].

O

Corolario 3.21. Si P es un monoide integral y E es una relacién de con-
gruencia en P, entonces P/E es integral si y solosi £ — P X P es exacto.
En particular, si P y P/E son finos, entonces E también es fino.

Demostracién. De hecho la relacién de congruencia E determinada por un
homomorfismo sobre 7 P — () de monoides integrales es solo el ecua-
lizador de los dos aplicaciones 7 o p, 7 o p y entonces por el teorema 3.20
tenemos que es un submonoide exacto de P x P. Por otro lado, sea E una
relacién de congruencia en P la cual es un submonoide exacto de P x P
y m P — () el mapeo cociente. Entonces 7 es el coecualizador de los dos
aplicaciones I/ — P. Para probar que Q es integral, sean ¢, q,q € () tales
que ¢ ¢ q g,y elegimos p; y p en P tales que mp; ¢; y mp q¢. Entonces
e p,p p,p € E, por lo que se sigue que p,p € E9 N P x P.YaqueEes
un submonoide exacto, se sigue que p, p € E y entonces mp 7p.SiPy PE
son finos, entonces E también es fino. O

Corolario 3.22. Sea Q un monoide integral finitamente generado, L un gru-
po abeliano finitamente generado, y L — ()9” un homomorfismo. Entonces
L X gor () es un monoide finitamente generado.

Demostracién. Este corolario es un caso especial de (6) del teorema 3.20.

O

Observacién 3.23. Sea Q un monoide integral. Un subconjunto K de Q9"
que es invariante bajo la accién de Q es llamado un ideal fraccionario. El
mapeo natural 7 () — () induce una biyeccién entre el conjunto de ideales
fraccionarios de Q y de Q, y esta biyeccién toma ideales fraccionarios finita-
mente generados y los envia a ideales fraccionarios finitamente generados.
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Proposicién 3.24. Supongamos que § P — () es un homomorfismo exacto
de monoides finos, y que K es un ideal fraccionario finitamente generado de
Q. Entonces J 67K es un ideal fraccionario de P finitamente generado.

Demostracién. Este corolario es una consecuencia inmediata de (1) del Teo-
rema 3.20. ]

3.2. Dualidad.
Definicién 3.25. Sea Q un monoide. Definimos H() Hom(), N.

Proposicién 3.26. Sea Q un monoide fino y F una cara de Q. Entonces existe
un homomorfismo h () — N tal que b~ F.

Demostracién. Los detalles de la demostracién se pueden encontrar en [Ogu18].

l

Corolario 3.27. Sea Q un monoide fino y x un elemento de ()%?. Entonces
x € Q°" siy solosi h%x > paratodo h € HQ.

Demostracién. Siz € Q" entonces nz € () para algin n € Z, y entonces
h9z > para todo h € H(). Supongamos ahora que h%’x > para todo
h € HQ. Sea Q' el submonoide de ()9 generado por Q y —x y escogemos
un homomorfismo local h )’ — N. Entonces h%?z > y h—x > , por
lo que de hecho, h—x . Ya que h eslocal, —z € Q™. Entonces x € @)', y
escribimos z —zm gconm € Ny q € (), por lo que vemos que m z ¢ asi

que x € Q. O

Teorema 3.28. Sea Q un monoide fino.
1. El monoide H(Q) es fino, saturado y sharp.
2. El mapeo natural HQ% — Hom@9",Z se factoriza a través de un iso-
morfismo
¢ HQ" — HomQ" 7.

3. El mapeo de evaluacién ev ) — HH() se facotira a través de un iso-
morfismo

_ —=sat

ev Q1 — HHQ.
Entonces el funtor H induce una involucién contravariante de la categoria
de monoides téricos sharp. En particular, esta categoria es dual en si misma.

Demostracién. El primer enunciado se sigue inmediatamente de (8) del teo-
rema 3.20. Ya que H(Q) — Hom(),Z es inyectivo, también lo es el mape
HQ% — Hom(),Z. Cualquier elemento h de H(Q) necesariamente ahni-
quila a %, asi que este mapeo se factoriza a través de un mapeo € siendo ade-
més inyectivo. Para probar que es sobre, sea h @ — N un homomorfismo
local y sea S un conjunto finito de generadores para (). Para g € Hom(Q, Z,
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existen € Z tal que nhs > gs paracada s € S. Entonces nhg > gq para to-
doq € Q,asi que b’ nh—g € HQ.Entoncesg nh—h € HQ%? ~ HQ%?
como queriamos.

Ya que H H() es fino,saturado y sharp, ev se factoriza a través de un mapeo
ev.Sea x,x € QQ°* con evx evx,ysear —x € Q% Entonces hx para
todo h € HQ. Se sigue del corolario anterior que x y —z pertenecen a )**,
asi que x € Q°”*. Entonces T 7 en (Q* lo cual prueba la inyectividad
de €v. Para la suprayectividad supongamos que g € HH(). Ya que Q)% es
un grupo finitamente generado, el mapeo que va de 9”7 a su doble dual es
sobre. Entonces existe un elemento ¢ € ()% tal que evq g, es decir, tal que
hq gh paratodo h € H(). Entonces Hq > para todo h € H(Q), por lo que
q € Q** como se queria. O

Corolario 3.29. Sea Q un monoide fino. Un subconjunto S de Q es una cara
de Qi y solosiexisteun h € HQ tal que S h~. Paracada S C ), sea S+
el conjunto de h € H() tal que hs paratodos € S,y paral C HQ), sea
T+ el conjunto de ¢ € @ tal que tq para todo ¢ € T. Entonces I + F'*
induce ina biyeccidn entre el conjunto de caras de Q y el conjunto de caras

de H(Q),y F F** para cualquier cara de ambos.

Demostracién. El primer enunciado se sigue de la proposicién 3.28. Es claro
que si S es cualquier subconjunto de Q, entonces S+ es una cara de H(Q)
y T+ es una cara de Q si T es cualquier subconjunto de H(Q). Més atin,
St cStsiSc SyS C Stt. SeaF una cara de Q. Por la proposicién
3.26 existe h € H(Q tal que h~ F. Entonces h € F* ysiq € F*14,
hq porloqueq € F.Entonces I F*1 y entonces el mapeo | que va del
conjunto de caras de Q al conjunto de caras de H(Q) es inyectivo y el mapeo
1 y el mapeo L del conjunto de caras de H(Q) al conjunto de caras de Q es
sobre. Entonces el mapeo que va del conjunto de caras de H(Q) al conjunto
de caras de H(H(Q)) también es inyectivo. Por un corolario el mapeo Q) —
Q" induce una biyeccién entre los correspondientes conjuntos de caras, y
entonces por (3) del teorema 3.28, v identifica el conjunto de caras de Q
con el conjunto de caras de H(H(Q)). Se sigue que L es biyectivo. O

Corolario 3.30. Si Q es un monoide fino entonces Q** es fino. De hecho,
la accién de Q en Q** definida por el morfismo ) — Q** hace a Q** un
Q-conjunto finitamente generado.

Demostracién. Ya que QQ*** esta contenido en ()97, es un grupo abeliano
finitamente generado. El teorema 3.28 implica que ()** es fino, y ya que Q**
es integra, se sigue de la proposicién 3.1 que Q** es finitamente generado,
y entonces fino. Elegimos un conjunto finito de generadores de T de Q)**
como monoide, y para todo ¢ € T, elegimos n, € N tal que n;t € Q.
Entonces {Y_ jit j; < n,} generaa Q** como Q-conjunto. U
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Corolario 3.31. Sim ' — ( es un homomorfismo sobre de monoides,
entonces Hm H() — H()' esinyectivo y exacto.

Demostracién. Es claro que H es inyectiva si 7 es sobre. Més atin, por (2)
del teorema 3.28, podemos ver un elemento h de H(Q) como un homomor-

fismo () — Z,y vemosque h € HQ siysolosihom € HQ)'. O

Corolario 3.32. Sea Q un monoide fino sharp. Entonces Q es isomorfo a un
submonoide de N” ® T para algin r € Ny algtin grupo finito 7". Si Q9 es
libre de torsién, podemos tomar 7" . Si Q es saturado, entonces es isomorfo
a u submonoide exacto de algiin N".

Demostracién. Supongamos que P es fino y sharp. Por (8) del teorema 3.20,
el monoide P H(Q) es fino y sharp, y por (2) del teorema 3.28, P%* HQ ~
HomP9 7. Entonces Hom P9 7 ~ H P9 es un grupo libre finitamente
generado. Se sigue que el kernel del mapeo natural

Q% — HomP%,7, ~ HDP%

es el subgrupo de torsién T de Q9. Eligiendo una descomposicién, Q97 ~
HP% @ Ty un morfismo sobre N” — P. Por el corolario 3.31, H(P) es en-
tonces un submonoide exacto de /N" ~ N". Entonces la inyeccién natural,

Q—Q% = HP?DT

se factoriza a través de la inclusion HP @ T C HP% & T,y Qesun
submonoide de N" & T ya que HP C N". Mas atn, por (3) del teorema
3.28, el mapeo natural () — H P se factoriza a través de un isomorfismo
Q**t — HP. Entonces si Q también es saturado, Q ~ H P, un submonoide
exacto de N". U

Observacién 3.33. Recordemos que el interior de un monoide es el comple-
mento de todas sus subcaras propias. Notemos que si Q es fino, entonces un
elemento i € H() est4 en el interior de H(Q) si y solosiz @ — Nes
un morfimos local. De hecho, por el corolario 3.29, h est4 en el interior de
H(Q) si y solo si A no contiene ninguna cara no trivial de Q, es decir, si y

solosi ht Q*

Proposicién 3.34. Sea Q un monoide sharp fino,d el rangode Q* y h () —

N un homomorfismo local. Para cada ntimero real r definimos

Byr {q€Q hg<r}.
Entonces existen constantes reales positivas ¢ y C tales que, para todo r >,

cr® < 4Byr < Cré.
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Demostracién. Elsubgrupo de torsién T de ()97 es finito, y el cociente QPT'
es un grupo abeliano libre de rango d. Por el teorema 3.28, H(Q) es finita-
mente generado y sharp, y entonces por la proposicién 3.3 este tiene un
tinico conjunto de generadores minimal {h, ..., h,, }. Ya que h es local, per-
tenece al interior de H(Q), por una observacién anterior. Entonces la cara
de H(Q) generada por h es todo H(Q), y en particular contiene a cada h;.
Por la proposicién 2.51, esto quiere decir que para cada i existe un n; tal que
n;h > h; en H(Q). Elijamos n > n,; para todo i. Entonces Byr C M; By, nr
para todo r € R. Ya que Q es sharp, (2) del teorema 3.28 implica que
HQ% ~ Hom@Q%,Z y consecuentemente {h, ..., h,,} genera al Q-espacio
vectorial Hom@%, Q. Ya que este espacio tiene dimensién d, el conjunto
{h, ..., by} contiene una base, la cual podemos suponer es {h, ..., h;}. En-
tonces el mapeo Q? @ Q — Q¢ x ® ~ hx, ..., hyr es un isomorfismo e
induce ina inyeccién entre la imagen Q' de Q en Q*T a N. Si ¢ € By,r, su
imagen en N¢ vive en {I,...,1; < I; <nr}, un conjunto de cardinalidad
nr. Ya que la cardinalidad de las fibras del mapeo () — ()’ estd acotada por
el orden de t en T, se sigue que £ B;,r <1 nr?. Entoncessi C' t nrdyr >,
la cardinalidad de B}, esta acotada por C'd".

Por otro lado, cualquier conjunto de generadores para el monoide Q tam-
bién genera al d-dimensional Q-espacio vectorial Q ® ()97, y entonces con-
tiene un subconjunto {g¢, ..., g;} cuya imagen forma una base. Entonces el
homomorfismo § N?¢ — (Q enviando I,...,I; a > 1;q; es inyectivo. Sea
n maz {hq,...,haqa} y sea c nd~? Entonces §Bj,r > cr parar > nd. De
hecho, si r > nd, sea m rnd, y notemos que

rnd > m > rnd — > rnd.

El conjunto {I I; < m,i ,...,d} tiene cardinalidad m?y suimagen en Q
también tiene cardinalidad m? > m? > ¢r? y esta contenido en Byr. [

3.3. Monoides valuativos y valuaciones. Recordemos que un monoide Q
es valuativo si para todo x € Q9 se tiene que x 0 —z estan en Q.

Definicién 3.35. Si L es un grupo abeliano y ), () son submonoides de L,
diremos que () domina a () si () C () y el mapeo inclusién es local.

Esto define un orden el conjunto de submonoides de L.

Proposicién 3.36. Sea L un grupo abeliano. Entonces un submonoide Q de
L es un elemento maximal para la relacién de dominacién si y solo si es va-
luativoy Q9 L. Todo submonoide de L estd dominado por tal monoide. Si
1 es finitamente generado, entonces todo submonoide finitamente generado
de L es dominado por un monoide valuativo finitamente generado Q con

Q% L.
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Demostracién. Supongamos primero que Q es un submonoide de L y es ma-
ximal bajo dominacién. Entonces Q C Q** C L y por (4) de una proposi-
cién anterior, el homomorfismo ) — Q** es local. Entonces Q** domina
a Q, y entonces Q Q**. Ahora para probar que Q es valuativo, sea z € L,
y consideremos el submonoide P de L generado por Q y x. Si P domina a
Q, entonces P () y claramente z € (). Si no, existeq € Q yp € P con
p q .Escribimosp ¢ nx conn > . Entonces ¢ ¢ nz . Esto muestra que
—nz € @,y entonces —z € Q** (). Ya que x fue un elemento arbitrario
de L, se sigue que 9?7 L. Si P es un submonoide de L dominando a Q y
p € P, entonces p 0 —p pertenecen a Q. Perosi —p pertenece a Q, entonces
al ser —p una unidad en P también lo sera en Q, asi que p pertenece a Q en
cualquier caso. Esto muestra que () P.

Supongamos que P es un submonoide de L. Entonces el conjunto Sp de sub-
monoides de L que dominan a P es no vacio, y la unién de cualquier cadena
en Sp contiene un elemento maximal. Si L y P son finitamente generados,
entonces por un corolario

P’ {w € HomL,Z < w,p >> ,p € P}

es un submonoide finitamente generado de Hom/L,Z. Seaw L — Z un
elemento en el interior de P". Entonces w define un homomorfismo local
P — N. Ya que N es valuativo, () w™N es valuativo y claramente ()" L.
Maésatin, @ {w}"yentonces es finitamente generado. Ya que w se factoriza
a través defi homomorfismo P — () — Ny es local, se sigue que P — ()
también es local, asi que Q domina a P. O

Proposicién 3.37. Sea Q un monoide no cero, integral y sharp. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. Q es valuativo y finitamente generado.

2. Q es isomorfo a N.

3. dim() y Qes saturado y finitamente generado.

4. Qes saturado y Q% ~ Z.

Demostracién. Dado que Q es no cero y sharp, su ideal maximal () es no
vacio. Si Q es finitamente generado, entonces por la proposicién 3.3, Q es
generado por los elementos minimales de (). Si Q es valuativo la relacién
de orden en Q es un orden total y () tiene un solo elemento minimal q.
Entonces existe un homomorfismo sobre N — (), y ya que Q es integral y
sharp, este homomorfismo es un isomorfismo. Entonces (1) implica (2). Es
obvio que (2) implica (1) y (3). S i(3) se cumple entonces por la proposicién
2.56, ()9 tiene rango uno. Ya que Q es sharp y saturado, Q9 es libre de
torsién, y entonces (4) se cumple. Si (4) es cierto, tomamos un isomorfismo
¢ Q% — Z.Ya que ¢ es inyectivo, ¢pg /para todo ¢ € Q; elegimos ¢ € ()
con minimo |¢g| y ajustamos el signo de ¢ tal que n ¢g > . Entonces se
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sigue por ser sharp Q que ¢ mapea Q a N. Si x € Q)9 es el elemento tal que
¢x ,entonces pnx ¢q, entonces nx g € (). Ya que Q es saturado tenemos
que z € (), y por la minimalidad de |¢z|, necesariamente n . Entonces
»o @ — Nesinyectivo y suprayectivo, por tanto un isomorfismo. U

Corolario 3.38. Todo monoide fino saturado de dimensién uno es isomorfo
a @ N para algin grupo abeliano finitamente generado . Si Q es térico
entonces () ~ Z" @ N para algtin niimero natural r.

Demostracién. SiQ es tal monoide, el resultado anterior implica que existe
un isomorfismo ¢ Q) — N.Sea ¢ € () con ¢q . Entonces el homomorfismo
Q* ®@ N — () que envia 1 a q es un isomorfismo. Ya que Q es fino, Q* es un
grupo abeliano finitamente generado y si Q es tdrico, entonces ()* es libre
de torsidn, por tanto libre. O

Corolario 3.39. Sea p un ideal primo de altura uno de un monoide fino Q.
Entonces Qsat es valuativo y existe un tnico epimorfismo

tal que v, NN @ p. Mas atin, Q;“t {r € Q% vy >}.

Demostracién. Sabemos que Q% ~ Q**9, que Q** es fino por el corolario
3.30 y que Spec@*** — Spec() es un homeomorfismo. Entonces podemos
reemplazar Q por Qsat, y entonces asumir que Q es saturado. Entonces Qp es
saturado, asi que Qp es libre de torsién, y ya que p tiene altura uno, dzme
. Por la proposicién anterior, ), es valuativo y entonces también lo es Q..
Maés atin, existe un tinico isomorfismo (), ~ N, y sea v, la composicién de
——gp . . .1 9P
QP ~ QY — ng con el isomorfismo inducido ng — Z. Es claro que
v, NQy y que v, N~ p. La unicidad de v; es verificada facilmente. O

Corolario 3.40. Sea Q un monoide fino saturado Q. Entonces,
Q {re€@Q” vyx > htp }
Q" {r e Q% v ,htp }

En particular, Q es la intserccién en Q9 del conjunto de todas sus localiza-
ciones en sus ideales primos de altura uno.

Demostracién. Sea p un ideal primo de altura uno y G su cara complemen-
taria, una careta de Q. Entonces {z € Q% v,z >} Qgy{zr € Q% v,z }
(9. Entonces los enunciados (3) y (2), respectivamente implican los dos
enunciados del corolario. O

Proposicién 3.41. Sea Q un monoide fino y W, el monoide libre en el con-
junto de ideales primos de altura uno de Q. (Este conjunto es finito.) Para
q € () sea

vq Z {vpgp htp } € Wy,
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Entonces v () — W, es un homomorfismo local. Més atin, vq vg si y solo

si existe algtin n € Z tal que ng ng en Q, y v es exacta si y solo si Q es
saturado.

Demostracién. Es claro que v () — W, es un homomorfismo de monoi-
des. Para ver que v es local, notemos que su objetivo es sharp y por el coro-
lario anterior, vq¢ implica que q es una unidad de Q*** y entonces también
de Q. El mismo corolario también implica que v induce un homomorfismo
exacto Q**" — (. Entoncessi ¢, ¢ € ) con vq vg, tenemos que ¢ — ¢ es una
unidad en Q** y asi que existe n € Z tal que ng — ng € Q*. Esto implica
que ng nq. Hemos visto ya que v es exacto si Q es saturado, y el converso
se sigue del hecho de que un submonoide exacto de un monoide saturado es
saturado. 0

4. VARIEDADES TORICAS AFINES

4.1. Algebras monoidales y esquemas monoidales. Sea R un anillo con-
mutativo fijo, usualmente el anillo de enteros Z o un campo, y sea Algp la
categoria de R-algebras.

Definicién 4.1. Sea Q un monoide. El 4lgebra R-monoidal de Q es la R-
algebra R(),la cual al ser tratada como R-médulo es libre con base Q, equipa-
da con la estructura de anillo inica que hace al mapeo inclusiéne @ — RQ)
un homomorfismo de monoides entre Q y el monoide multiplicativo de

RQ.

Sip, q € (Q usaremos la notacién aditiva para Q por lo que tenemos que
ep q epeq.Y escribiremos e? en lugar de ep. Por ejemplo RN es el 4lgebra
polinomial RT donde T e.

Sea A, el funtor que toma una R-algebra y la envia a su monoide multi-
plicativo. Notemos que dar un homomorfismo de monoides ) — A, A es
equivalente a dar un morfismo de R-algebras R() — A. Porlo que HomRQ), A ~
Hom@Q), A, A. De este modo, el funtor () — R() es adjunto izquierdo del
funtor 4,,.

Definicién 4.2. Sea Q un monoide y A una R-algebra. Un homomorfismo
@ — A,,Alollamaremos un caracter A-valuado de Q.

Definicién 4.3. Una R-algebra equipada con un caricter de Q es llamada

una Q-algebras.

Dado que el funtor () — R() es una adjunta izquierda, este automética-
mente conmuta con limites y colimites. Por ejemplo si Q es la suma amal-

gamada de 0; P — ();, entonces R() ~ RQ) ®rp RQ.
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El conjunto A A de caracteres A-valuados de Q tiene una estructura na-
tural de monoide:

- AgA X AgA — AgA 0,0 — 00
Q—A A a—

Entonces podemos ver a A, como un funtor

Ay Algr — Mon
A AQA.

Y dado un morfismo de R-algebras f A — B, le asociamos un morfismo

g AgA = 4B ¢ Q= A, = fo¢

donde f lo consideramos como un morfismo entre sus respectivos monoides
multiplicativos.

El funtor A, es representado por el par RQ), e ya que la transformacién
natural

e HomRQ,— — Ag
ea HomRQ,A — AjA
®» RQ—A—esp Q—AA

es un isomorfismo natural por la adjuncién de () — R(Q).
Utilizaremos la misma notacién A, tanto para el funtor como para el
esquema Spec [7() que representa.

Definicién 4.4. Un S-esquema es un esquema X con un morfismo de esque-
mas X — S.

Definicién 4.5. Un objeto de monoide en una categoria C con productos
finitos y objeto final S es una tripleta M, m,, con M un objeto en C, m
MxM — My S — M, que satisface que los siguientes diagramas
conmuten:

i) Asociatividad
M x M x M M x M
MxM——— M.
ii) Identidad

ad X

SxM MxS5—=MxM

M x M M

m
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iii) Conmutatividad

Observacién 4.6. Dar un objeto de monoide en C es equivalente a dar un
funtor contravariante que va de C a la categoria de monoides tal que el
funtor restringido a la categoria de conjuntos es representable. Para mas
detalles consulte [[CSS13].

Definicién 4.7. Un S-esquema monoidal es un objeto de monoide en la ca-
tegoria de S-esquemas.

Cuando consideremos S Spec R, escribiremos R-esquema monoidal en
lugar de Spec R-esquema monoidal.

Consideremos el R-esquema afin A, Spec R() y veamos que es un R-
esquema monoidal. Consideremos los morfismos de R-algebras:

mﬁQ RQ — RQ ® RQ €’ — e’ ® e
ﬁQ RQ — R ZaqeqHZaq
q q

Dado que el funtor Spec es contravariente este induce morfismos de es-
quemas:

Tenemos que Spec R es un objeto final en la categoria de R-esquemas.

Dado que id ® mﬁQ o ng mg ®1d o mzy, esto implica que mg o id X mg

mg o mg X id, por lo que se satisface i). De igual forma se puede ver que
la condicién ii) y iii) se satisface. Por tanto, A;, Spec RQ) es un R-esquema
monoidal.

Entonces la seccién identidad  del esquema monoidal A, esta dada por
el homomorfismo de monoides Q — A, R g+ .

Definicién 4.8. Se define el vértice de A, como la seccién vg de A indu-
cida por el morfismo () — A,,Rqueenviag € Qaosiqg € () ya1si
qeq
Observacién 4.9. El funtor A, es isomorfo al funtor Ay. Sea A una R-
algebra, entonces

A A A -, ~HomN A
donde un elemento a corresponde con el homomorfismo de monoides n —
a",y un morfismo N — A — blo enviamos al elemento b en N.
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La siguiente proposicién muestra que Q puede ser recuperado usando el
funtor A, con su estructura de esquema monoidal.

Proposicién 4.10. Supén que Spec R es conexo. Entonces el funtor
Q— Ag

que va de la categoria de monoides a la de esquemas monoidales sobre R es
completamente fiel:

HomP,Q ~ HomAg, Ap

Demostracién. Sea 6* Ay — Ap un homomorfismo de esquemas. Este
corresponde con un morfismo de anillos# RP — R(). Dado que Q — R(Q)
es inyectivo, un morfimos P — () es determinado por el homomorfismo
correspondiente RP — R(). Esto prueba que el funtor es fiel.

Sea § RP — R() un homomorfismo de R-algebras. Para cada p € P

escribimos,
P q
fe g agpe
9€q
con a,p € R. Decir que  corresponde con un homomorfismo de monoides
es equivalente a decir que los siguientes diagramas conmutan:

RP -2~ RQ

A"

R——R
id

0

RP RQ

RP® RP ——= RQ @ RQ

El segundo diagrama dice que, para cadap € P,

Z agpaype? ® e? Z agpe? @ e,

9,9’ q
es decir, que a,payp esigual a cerosi g 4 yigualaa,psiq ¢'. El primer
diagrama dice que ) 4cQ (qP Ppara cadap € P.Dado que Spec R es conexo,
todo idempotente es 0 0 1, ya que a,p y a,p son ortogonales si ¢ 4’ existe
un unico elemento Bp € Q) tal que a,p siq Bpya,p siq [p. Entonces
[ es una funcién P — () talque foe eo [3. Ya que § es un homomorfismo
de monoides 3 también lo es como se queria. O
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Corolario 4.11. Supon que el Spec R es conexo y Q es un monoide.

1. El monoide de caracteres de A), es decir, de morfismos A, — A, es
canonicamente isomorfo a Q.

2. El monoide de cocaracteres de A, es decir, de morfismos A,, — A, es
canonicamente isomorfoa H() Hom(),N.

Demostracién. Notemos que,
HomN,Q — @
fN=>Q —a—a
g N—=>Q —a<+ia

son homomorfismos de monoides e inversas una de la otra. Por lo que HomN, ) ~
() como monoides. Tomando P N en la proposicién anterior tenemos que,
Q ~ HomN, Q
~ HomAg, Ay
~ HomAg, A,

El punto es simplemente tomar los monoides Q y N en ese orden en la pro-
posicién anterior. O

SiQesun monoide y A una R-algebra, AQWA es precisamente el conjunto
de elementos invertibles de A, A, es decir, Ap,, A ApA.

4.2. Conjuntos de monoides y médulos de monoides.

Definicién 4.12. Sea E un R-médulo. Definimos VE como el funtor que
toma una R-algebra A y lo envia al conjunto de funciones R-lineales £ —

A.

Este funtor es representado por el algebra simétrica SE y el elemento uni-
versal de VE(SE) es la inclusién £ — SFE. Para mas detalles sobre esto
consultar [DG71]. Esto quiere decir,

VEA HompE, A Homuy,,SE, A

para todo R-algebra A. El conjunto VE(A) tiene una estructura natural de
A-médulo definiendo las operaciones puntualmente.
Esto define transformaciones naturales,

w VEXVE = VE ¢ IdxVE = VE,
tal que para toda R-algebra A,

ps VEAXx VEA — VEA
L= fg
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va AxVEA—VEA
a,gHag

donde Id es el funtor identidad en la categoria de R-algebras. Notemos
que este funtor es representado por la linea afin sobre R, es decir, por el
Spec Rx. Esto es cierto al definir la siguiente transformacién natural,

¢ Id — Hom g, Rx, —
tal que para todo A € Algp,

pa A — Homyy,,Rx, A
avr» pra Rr — A Zbixi — Zbiai

con inversa,

¢, Homyy,Re,A— A
Vv Rt - A x—b—b.

Ademés para todo f A — B,sig Homuy,Rx,A — Homyy, Rz, B
tenemos que claramente ¢p o [ g o 4.

Llamaremos también VE al R-esquema que representa, es decir, VE SpecSE.
Notemos que un elemento e € E define una transformacién natural €
VE — A, donde e4a¢ «e para toda R-algebra A ytodoa EF — A €
V EA. Notemos también que € es compatible con lasacciones de A,, ae o
eac paratodo Aya € A.

Proposicién 4.13. Para cualquier R-médulo E, el mapeo natural
E — Mory VE A, e—e

es un homomorfismo de R-conjuntos. Por consiguiente, el funtor V de la
categoria de R-médulos a la categoria de A, -conjuntos es completamente

fiel.

Demostracién. Esfacil ver que e — € es un morfismo de R-conjuntos ya que
claramente 7e¢ 7€ paratodo e € E'yr € R. Para probar que es biyectivo,
comencemos notando que la acciéon de A,, en VE est4 dada por el morfimos
tnico de R-algebras A\ SE — RT ® SE enviandocadae € Fal ®e.
Sesigue que A\pf >, T® fyparatodo f >, fs € SE,donde f; € SYE.
Por Yoneda, cualquier homomorfismo de funtoresnn VE — A, estd dado
por un homomorfismo de anillos ¢ RT — SE el cual es determinado por
el elemento f 67 en SE. Un elemento o € V F A induce un morfismo de
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R-algebras@ SE — A,y na af. Entonces 7 es un morfismos de A, -
conjuntos si y solo si el diagrama

RT

NN

RT ® R —— RT ® SE
1d®0

conmuta. Pero A\po 0T >, T® fyyid@0om'T id®0TRT T® f.
Entonces el diagrama conmuta si y solosi f f, es decir,si ysolosi f € Ef C

SE. D

Definicién 4.14. Sea Q un monoide. Una accién de A,, en VE es una trans-
formacién natural mp Ay X VE — V E que satisface las reglas usales de
monoides y que es compatible con la estructura de A, ,-conjunto en VE.

En otras palabras la definicién anterior quiere decir que V' £’ debe ser un
Ag, A,,-biconjunto. El mapeo m g estd dado por un homomorfismos SE —
RQ®SE,ylacompatibilidad conla A, ,-accién implica que m g es inducido
por un morfismo 0y E — R(Q) ®p E. El morfismo mp va a ser una accién
ende A, en VE si y solo si 0 es una coaccién de R[Q] en E, es decir, que
los siguientes diagramas conmuten

E—"RQ®oE
lQ@idE

E

idp

E % RQO®E

idrQ®0OE

Para todo ¢ € E escribimos,
Ore Zq@me € RQ®r E.

Entonces cada 7, es un endomorfismo R-lineal de E. Los dos diagramas
aseguran que m,m, Aip 4yque)d  m, idg.Entonceslafamilia{m, ¢ € Q}
define una descomposicién en suma directa £ @& {E, ¢ € Q}, donde E,
es la imagen del idempotente 7,. Esta descomposiciéon no es nada mas que
una Q-graduacién del R-médulo E, y la correspondiente accién de A, A en
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V E A esta dada por

a, ve g aque,
q

paratodo a € AjA,v € VEAye ) e, enE. Todo esto se encuentra en
la siguiente proposicién.

Proposicién 4.15. Sea Q un monoide. Entonces la construccién £ — V' E
induce un funtor completamente fiel de la categoria de R-médulos Q-graduados
a la categoria de biconjuntos A, 4,,,.

Generalicemos la ideal anterior considerando R-médulos graduados por
un Q-conjunto S en lugar de Q.

Definicién 4.16. Si S es un Q-conjunto, R[S] es el R-médulo libre con base
S y equipado con la estructura tinica de R[Q]-médulo compatible con la
acciéon de Q en S.

El funtor S — RS es adjunto izquierdo del funtor que envia un R[Q]-
modulo a si mismo tratdndolo como Q-conjunto. Se sigue quesi{s;, i € I}
es una base para S como Q-conjunto, entonces {e* i € I} es una base para
R[S] como un Q-médulo. Si S y S’ son Q-conjuntos, existe un isomorfismo

natural RS ®¢g 5" ~ RS ®pg RS'.

Definicién 4.17. Sea Q un monoide y S un Q-conjunto. Entonces un R[Q]-
moédulo S-graduado es un funtor que va de la categoria TS a la categoria de
R-médulos.

La informacién de un R[Q]-médulo S-graduado E es equivalente a tener
una coleccién de R-médulos { £, s € S} tal que paratodog e Qys e S
existe una funcién R-lineal h, E; — E, tal que hyo hy hyy y h id.
Entonces @, F; es un R[Q]-médulo en el sentido usual.

Para ver esto supongamos que ¥ TS — Modp es un funtor. Entonces para
todo s € S definimos F;, Es un R-médulo. Y definimos

hgy Es — Eyq e q e.
Claramente esta definicién respeta la composicién y es tal que 2 Id. Por lo

que B E; es un R[Q]-médulo.
Consideremos el funtor

VS Algrg — Ens

el cual envia una R[Q]-4lgebra A al conjunto de todos los Q-morfismos
S — A, donde A es visto como un Q-conjunto via el caracter ) — A
que viene de su estructura de R[Q]-4lgebra. Notemos que VS(A) tiene una
estructura natural de A-médulo al definirse puntualmente. El funtor VS
es representable por un esquema afin sobre A, el cual vamos a denotar
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también por VS. De hecho, si A es cualquier R[Q]-algebra, entonces dar
un morfismo de R[Q]-médulos RS — A es equivalente a dar un morfis-
mo de Q-conjuntos S — A. Entonces tenemos un isomorfismo de funtores
V.S ~ VRS en la categoria Algpg. Por las observaciones iniciales sabemos
que

VS ~VRS ~ HomSRS, —

por lo que el esquema asociado es V'S' Spec SRS. Se sigue por la proposi-
cién 4.13 que R[S] puede ser identificado con el conjunto de A,,-morfismos
VS — A,
Tenemos un morfismo natural V.S — A, — Spec R. Sea Ag el esquema
VS visto sobre Spec R. Explicitamente, si A es una R-algebra,

AgA {a,a a € AgA,o € VSA,a} )
La multiplicacién puntual define un mapeo,
mg AS X AS — AS

el cual es bilineal con respecto a la accién de A,,,. El correspondiente ho-
momorfismo de R[Q]-médulos es RS — RS ® RS s+ s® s. La funcién
constante S — R s +— induce el morfismo g Spec R — Ag y entonces
mg, s da a Ag la estructura de R-esquema monoidal. El morfismo natural
Ags — A es un morfismo de R-esquemas monoidales.

Definicién 4.18. Sea E un R[Q]-médulo y S un Q-conjunto. Entonces una
estructura equivariante de Ag, A, ,-biconjuntos en VE es una accién monoi-

dal,
mgp Agx VE — VE

que es bilineal con respecto a la A, estructura en Ag y VE, y tal que el
diagrama

Asx VE2 - VE

N

Ag X Ag o 4g

conmuta.
Si E es S-graduado y A es una Q-algebra, entonces un elemento de VE(A)
puede ser visto como una coleccién de aplicaciones R-lineales ny, E, — A
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tal que paracadas € Sy q € () el diagrama

E, s A
-
E A

s
a5 ngs

conmuta, donde @ () — A es el morfismo de la estructura Q-algebra de
A. Sea 3,0 un elemento de AgA. Entonces @’ o es un elemento de A, A
y podemos definir
n, Es— A osng
Uno puede ver facilmente que 7/’ satisface el diagrama anterior con o’ en

lugar de . Entonces 3, 0m 7' define la accién deseada; la bilinealidad y la
compatibilidad con m son inmediatas.

Proposicién 4.19. Sea S un Q-conjunto. La construccién anterior define
un funtor completamente fiel que va de la categorfa de R[Q]-médulos S-
graduados a la categoria de A, A,,-biconjuntos equivariantes.

Demostracién. Sea Eun R[Q]-méduloy i AsxV E — V E una estructura
equivariante de Ag, A, -biconjuntos en VE. Entonces Ag x V E es repre-
sentado por SRS ®prg SE. Dado que p es compatible con la accién de 4,,,,
se sigue por la proposicién 4.13 que /. es inducido por un homomorfismo de

R[Q]-médulos:
W E— RSQpE.

La compatibilidad de s con m¢ implica que este homomorfismo es lineal so-
bre el homomorfismo /LﬂQ. El hecho de que p es una accién monoidal implica
que los siguientes diagramas conmuten:

Mﬁ
EF——RS®rFE
l’g@idE

E

idp

ut
FE RS ®r FE

7

dRS@

RS @p B —5RS @p RS @p E

Si e € E, escribimos ,utie > s ® mge. Entonces cada iy, F — F esun
mapeo R-lineal, y estos diagramas dicen que ) | 7, idgy msom 0,7 En
otras palabras, {m; s € S} eslafamilia de proyecciones correspondientes a
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la descomposicién en sumadirecta £ G FE,.Sie € E, entonces ;Ltem“h‘"p e

5 ® ey, dado que * es lineal sobre mq,

pige q@ qute qRqs®e q s qge,

asi que ge € E;. Entonces el mapeo h, E; — E,; e — eq es R-lineal, y
{Es, h,} define una S-graduacién en el R[Q]-médulo E. Esto muestra como
la S graduacién es determinada por la estructura de biconjunto, y se sigue
que el funtor es completamente fiel. O

Observacién 4.20. Sea F una cara de un monoide integral Q, S un Q-conjunto,
y E un R[Q]-médulo S-graduado. Entonces la localizacién Er de E en F,
es naturalmente un R()p-médulo Sp-graduado. Para cualquier t € Sy y
f € F, la multiplicacién por ¢/ define un isomorfismo de la componen-
te de E'p de grado t a la componente de grado f+t. Dado que todos estos
isomorfismos conmutan, podemos identificar todas las componentes Fp f;
para todo f € F. Estas componentes puede ser calculadas como sigue. Pa-
ra cada s € S, hay un sistema directo {ef E, = Ess f € F}, donde F es
equipada con el orden monoidal estdndar. Entonces uno ve facilmente que,
para cualquier s € S mapeado a cualquier f t € Sp,

lim {e/ B, = E f € F} ~ Ery.

4.3. Caras, orbitas y trayectorias. El funtor Algr — Mon que envia una
R-algebra a su monoide multiplicativo se puede levantar naturalmente por
el funtor Algr — Moni enviando una R-algebra A al monoide idealizado

A, - {}.SiK esunideal del monoide Q, entonces el R{Q]-médulo R[K] es
un ideal de R[Q], y el cociente

RQ,K RQRK
es un R-médulo libre con base @) \ K.

Definicién 4.21. Sea Q un monoide y K un ideal de Q. Llamaremosa RQ), K
el algebra monoidal del monoide idealizado (QK).

Sea A j el funtor que toma una R-algebra A y la envia al conjunto de
morfismos idealizados (), K — A,. Veamos que este funtor esta represen-

tando por R(Q), K, es decir, que
AQ,KA HOm]V[oniQu Ko A7 ~ HomAlgRRQ7 K7 A.
Esto se cumple al considerar la transformacién natural,

¢ HOmMoniQu Ko - = HOmAlgRRQa Ko -
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tal que para todo A € Algp,
qu HOmMoniQa Ka A> — HomAlgRRQa K7 A

o QK—=A —¢ RQK—A Zaiefﬁ |—>Zal¢qi
con inversa,

¢:{ HomAlgRRQ7 K7 A — HomMoniQ> K7 A7

¢ RQ,K— A Zrie‘ﬁ |—>Zriaqil—>gb Q,K—A q— aq.
Ademassi f A — B es un morfismo de R-algebras, y
g HmQ,K,A, - HomQ,K,B, ¢ Q, K - A, — foyp

h HomRQ,K,A— HomRQ,K,B A RQ, K — A+ fol\

Entonces, claramente ¢zog ho gy, por lo que ¢ si define un isomorfismo
natural.

De igual forma denotaremos por A j al R-esquema que representa, es
decir, Ay - Spec RQ), K. Entonces tenemos que A x es un R-subesquema
cerrado del esquema A, y la proposicién 4.15 muestra que es invariante
bajo la accién de A, en si mismo. Dicho de otro modo, A, x es un ideal del
monoide A.

En particular, sea p un ideal primo de Q y F° () \ p su correspondiente cara.
La inclusién F' — () define un homomorfismo de R-algebras RF' — RQ),y
esto a su vez define un homomorfismo de esquemas,

La composicién del mapeo RF' — R() con el homomorfismo
iy RQ = RQ,p frr f
induce un isomorfismo de R-algebras RF' — R(),p, ya que induce una
biyeccién en los elementos de la base. Este isomorfismo de anillos define un
isomorfismo de esquemas A, , — A, y entonces tenemos
ir Ap = Ag

el cual es la composicién del inverso del isomorfismo anterior con la inmer-
sién cerrada i,. Entonces,

4 g {eq qge F
ipe
otro caso
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Veamos por ejemplo que si Q es sharp entonces A, , ~ Spec R. Dado
que Q es sharp, tenemos que ) @ \ {}. Consideremos el homomorfismo,

¢ RQRQ — R

ae +— a.

el cual claramente es biyectivo. Por tanto, al ser RQR() ~ R, tendremos

que Spec R ~ Spec RQ)R().

Proposicién 4.22. Sea F una cara de un monoide integral Q, iz, 7 los mor-
fismos definidos anteriormente, y sea i la inmersién cerrada inducida por
la proyeccién () — QF'. Sea S el espectro del anillo base R.

1. Estos homomorfismos se ajustan a un diagrama conmutativo con cuadra-
dos cartesianos:

SﬂéQFW—>S

Ap —= 4, Ap

i TP T

En este diagrama p es el punto S-valuado correspondiente a la seccién iden-
tidad del esquema monoidal Ay y v es el vértice del esquema monoidal
AQF. La composicion rp o iy esidy,.

2. El mapeo rp es un morfismo de esquemas monoidales, y el morfismo ip
es compatible con las acciones del esquema monoidal A, en sf mismo y en
el esquema ideal Aj.

3.SiQes fino, entonces i es una “strong deformation retrac”. Esto es, existe
un morfismo

[ Ag x A, = A

talque foj irorg, foj id,y foipXid ipopr,dondej,j Ay — AgxA,,
estan dados respectivamente por lasseccionesoyi1de A, ypr ApxA,, —
Ap es la proyeccién.

Demostracién. Lainmersién cerrada i preservalaley de conmposicién pa-
ra el esquema monoidal A, y A, pero no la seccién identidad de la estruc-
tura de esquema monoidal, asi que A no puede ser considerado como un
submonoide de A,. Por otro lado, la inclusién /' — @ define un morfismo
RF — RQ y entonces un mapeo 1 A, — Ap. Dado que rr es induci-
do por un homomorfismo de monoides, es un homomorfismo de esquemas
monoidales. Se sigue de la definicién que 7 o iy id4,. Entonces rp,ir son
morfismos de AQ—conjuntos, yTrrpa Tpa- arps paratodoa € AQA.

Uno puede ver facilmente los dos cuadrados conmutan. Todos los morfismos
en el rectangulo exterior son aplicaciones identidad, asi que es cartesiano, asi
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que automaticamente el cuadrado izquierdo es cartesiano si el de la izquier-
da lo es. El ultimo enunciado asegura que el ideal de la inmersién cerrada
igr es el ideal I generado por el conjunto de todos los e/ — tal que f € F.
De hecho es evidente que zﬁQ 7 aniquila todos estos elementos y se factoriza
a través del morfismo RQI — RQF. Por otro lado, el mapeo ) — RQI
envia F a 1, y entonces se factoriza Q/F la propiedad de mapeo universal.
Esto da el mapeo inverso RQF — RQI.

Si Q es fino, entonces por la proposicién 3.1, existe un morfismo h ) — N
tal que h~ F. Este h define un morfismo ¢ A, — Ag; en puntos A-
valuados ta a”, donde a” es el morfismo Q@ — A ¢+ a". Sea

[ Ag x A, = A

la composicién de id4, X t con el mapeo multiplicacién m¢ de la estruc-

tura monoidal de A. En puntos A-valuados, f envia o, a a aa”. Sea i, i las
secciones correspondientes al punto 0y 1,y 7, j los aplicaciones correspon-
dientes Ay — Ay X A,,. Podemos ver que f o j iporpyque foj iden
los puntos A-valuados. La segunda ecuacién es obvia, y para la primera solo
tenemos que observar que fo,a o.Finalmente, si o pertenece a la imagen
de i entonces para todo a € A, fa,aq aqa™ «g,ya que ag cuando
hq /Esto prueba que ir es deformacién retracta fuerte. O

Corolario 4.23. Si Q es un monoide fino, entonces A,C, equipada con la
topologia compleja, es conexo si y solo si ()* es libre de torsién. Si Q es
sharp entonces A, C es contractible.

Demostracién. La proposicién anterior implica que A,Cy A,.C tienen el
mismo tipo de homotopia. Ya que el subgrupo de torsién de (Q* se identifica
con el grupo de componentes conexas del grupo algebraico A,., se sigue
que A,C y Ay.C son conexas si y solo si Q" es libre de torsién. Si Q es
shar, entonces el esquema A. se reduce a un solo punto, asi que A,C es
contractible.

Cuando k es un campo y Q es un monoide integral, el monoide A,k
admite una estratificacién explicita indexada por las caras de Q. Si z €
Agk HomQ,k,sea F'x x~ k", una cara de Q. Si x y z son puntos de Ak,

entonces

Fzz FxnN Fy.

Notemos que x es cero fuera de F(x) e induce un mapeo Fz% — k* el cual
de hecho determina a x. Entonces podemos ver un punto de A5k como un
par I, 2’ donde F es una cara de Q y 2’ es un homomorfismo F'% — k*.



LA GEOMETRIA DE LOS MONOIDES 55

Proposicién 4.24. Sea Q un monoide fino, k un campo y F una cara de Q.
Entonces el conjunto de todos los y € Agk tal que F'y F'es

Apk Apok C Apk,

un subconjunto de zariski abierto de Apk. Si x y y son dos puntos de Ak,
entonces los siguientes son equivalentes:

1. Fy C Fx

2.y € Aka

3. Existeun 2z € Ayk tal quey zz.

Demostracién. Identificamos un punto y € Ayk con el correspondiente
caracter () — k. Entonces F'y C Fx siysolosiyQ \ Fx ,esdecir, siy
solo si y € Ay, k; entonces se tiene la equivalencia de (1) y (2). Por (3) del
teorema 3.20, F es fino, asi que A}, es Zariski denso y abierto en Ay, y la
inclusion A7k C Apk C Ak identifica A%k con el conjunto de todos los
ytalque F'y F.SiFy C Fz,definimosz () — kcomozq sig e Q\ Fx
y 2q¢ yqxrqsiq € Fz. Entonces usando el hecho de que F es una cara de
Q, uno puede ver que de hecho 2 € Ak yy zx. Entonces (1) implica
(3) y el converso es claro. Si Fz Fy F, entonces xy define un morfismo
F9 — k. Si k es algebraicamente cerrado, k* es divisible, y si Q9 F'9 es
libre de torsién, la sucesién F'%? — Q9% — Q9 F'9P se divide. En cualquier
caso, existe una extensién z de zy a Q, la cual define un punto de A, tal
quey 2. U

Esta proposicién describe la accién de Ak en Ak donde k es un campo.

Proposicién 4.25. Sea) P — () un homomorfismo de monoides integrales,
escribimos QQ9” P9 por C'ok0%,y AZQ p AQgp pap- Entonces AZQ p actda natu-
ralmente en A, visto como un objeto sobre Ap. Para cada cara F de Q, los
subfuntores Ay, C Apy Ap ~ Ag,, son estables bajo esta acciéon. Mas
atin, el subgrupo A pr de Ajp acttia trivialmente en el subfuntor cerrado

Ap ~ Ay, de Ag.

Demostracién. Sea A un anillo conmutativo y supongamos que v € A;pA
y a € ApA. Entonces 70p  para todo p € Py entonces yallp afp.
En otras palabras, v actia en AQ como un objeto sobre Ap. Mas atn, para
todo ¢ € @), v¢ € A*. En particular, yqag siy solosi ag ,y aplicando
esto para todo ¢ € pr, vemos que ya € A, Asiysolosia € A, A.
Similarmente, ygag € A* siy solo si ag € A, y aplicando esto para todo
q € F' vemos que ay € A Asiysolosi Ay A. Ahora supongamos que
v € AgprAya € ApA ~ AAQ,pFA' Finalmente notemos que yqgaq agq
para todoq € ) yaquesiq € prentoncesaq ,yq € F entoncesyq . [

Observacién 4.26. Observa que el homomorfismo Q% — Q9% P9 induce
un homomorfismo de esquemas A,p — A, identificando A, p como el
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kernel del morfismo A;, — A%. Laaccién de A, p en A, viene dada por,
mqpr Ag X Agp — Ag-
Este homomorfismo corresponde al homomorfismo de monoides:
0 Q—=QRQ7PPP q—q®q.
Sea v,y € AgA X AppAyq e Q,

L Ympq Mope, Y
arvq
aqyq
a,74, 4
a, v8q
La accién de Aj,p en A, induce un mapeo,
hop Ag x Agp — Ag xa, Ag a7 — a,ay

Este mapeo corresponde al homomorfismo de monoides

¢ QoprQ—=QBQPPY q,q q,q,q.
Notemos que los morfismos inducidos
QP Dpow QP — Q7 © QPP Ay x Agp — Ap Xz Ay
son isomorfismos. El inverso del morfismo ¢% es
QP © QIPP = QT Bpw Q¥ .y T~y
4.4. Geometria local de las variedades téricas afines.

Proposiciéon 4.27. Sea P un monoide integral y R un anillo.

1. Si P es libre de torsién y R es un dominio entero, entonces R[P] es un
dominio entero.

2. Si en adicién P es finitamente generado y R es normal, RP** es la nor-
malizacién de R[P]. Entonces en este caso R[P] es normal si y solo si P es
saturado.

3. Si P es fino, el morfismo m Spec RP — Spec R es fielmente plano y de
representacién finita. Mas aun, la dimensién de krull de las fibras de 7 es
el rango de P. Si en adicién el rango del subgrupo de torsién de P es
invertible en R, entonces las fibras son geométricamente reducidas.

Demostracién. Los detalles de la demostracién se pueden encontrar en [Ogu18].

O
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Para ver que la hipdtesis de que P9 es libre de torsién si es necesaria,
consideremos el submonoide P de Z @ ZZ generado porp , y ¢ ,. Este
es sharp y fino, pero RP ~ Rz,yx — y, el cual no es un dominio entero ya
que z — y no es un ideal primo.

Proposicién 4.28. Sea Q un monoide fino, k un campo y A, Speck(Q).
Sip es un ideal primo de Qy F' () \ p es su cara correspondiente, entonces
la altura de p en Q es la codimensién del subesquema cerrado Ay de A,.

Demostracién. Notemos que en estos enunciados estamos usando la inmer-
sién cerrada iy para identificar A y Ag . La dimensién de Ay es el rango
de F'9P y la dimensién de A es el rango de ()77, asi que la codimensién del
subconjunto cerrado localmente A de A, es el rango de Q9 F'%?. Esta es la
altura de p como ideal primo de Q por la proposicién 2.56. O

Teorema 4.29. Si R es un anillo Cohen-Macaulay noetheriano, y P es mo-
noide saturado fino, entonces el anillo monoidal RP es también Cohen-
Macaulay.

Demostracién. Los detalles de la demostracién se pueden encontrar en [Hoc72].

O

4.5. Ideales en algebras monoidales. Sea P un monoide integral y R un
anillo no cero. Recordemos que si K es un ideal de P entonces RK es un
ideal de RP. Ademas, si K es la interseccién de una familia de ideales K,
entonces

RK NRK,;.

Definicién 4.30. Un anillo R es llamado reducido si no tiene elementos no
cero idempotentes.

Definicién 4.31. Un anillo conmutativo con unidad es normal si para cada
ideal primo p la localizacién R, es un dominio entero y es cerrado en su
campo de fracciones.

Proposicién 4.32. Sea Q un monoide integral, R un anillo reducido y K
un ideal de Q. Supongamos que el orden del subgrupo de torsién de Q9 es
invertible en R. Entonces el anillo RQ), K es reducido si y solo si K es un

ideal radical de Q.

Demostracién. Recordemos que Q \ K — RQ,K ¢ ~— e es una base
para R(Q), KX. Entonces es claro que si R(), K es reducida, entonces K debe
ser un ideal radical, ya que de otro modo existiriag € Q \ K yn € N tal
que ng € K,y entonces e? serfa un nilpotente no cero de R[Q,K]. Para el
converso, primero notemos que si K es primo, su complemento es una cara

FdeQyRF ~ RQ,K.Masaun, RF C RF% ~ RZ" & T donde T es un
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grupo finito cuyo orden es invertible en R. Se sigue que RF? y R[F] son
reducidos. Si K es un ideal radical de P, entonces es la interseccién de todos
losideales primos p que lo contienen, y se sigue que R[Q K] esla intserccién
de todos los ideales R(), p,. Ya que cada uno de estos es reducido, también

lo es RIQK]. O

Proposicién 4.33. Sea R un dominio entero, P un monoide téricoy p € P.
Entonces las componentes irreducibles de Spec R P, p son precisamente los
conjuntos cerrados definidos por los ideales primos de P de altura uno con-
teniendo a p. Si P es saturado y R es normal, cada una de estas componentes
irreducibles es normal.

Demostracién. Sea p un ideal primo de P y G su cara correspondiente. Ya
que RG' ~ RP,p, tenemos que es un dominio entero y es normal si R es
normal y G es saturado por la proposicién 4.27. Por un corolario, el ideal
/P de P puede ser escrito como la interseccién de primos de altura uno
conteniendo a p, p N ... N p,,. Concluimos que Spec RP,p Spec RP,p U
...USpec RP, p,,. Como hemos visto, cada una de estas partes es irreducible
y entonces estas son de hecho las componentes irreducibles de RP, p. Si P
es saturado, también lo es cada una de las caras G; P\ p;, y entonces si R
es normal, también lo es cada RP, p;, ~ RG;. ]

Esta proposicién muestra que los divisores de Weil con soporte en un
subconjunto cerrado de Spec R P definido por un elemento de P provienen
de ideales en P.

Definicién 4.34. Sea P un monoide integral y R un anillo. Si f Zp a,fe’
es un elemento de RP y S es un subconjunto de R P, entonces:

1.of {peP apf },08 U{of feS}
2. K(f) es el ideal de P generado por o f,y KS U{Kf f € S}.

Notemos que K S es un ideal de P, ya que la unién de ideales es un ideal.
Maés atin, paratodop € Py f € RP,

oe’f p of.

Seap p' € p of. Entonces,

app€” f app’z arfe’”
ap/f
/
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porloquep p’' € oePf.Sea q € oe f. Notemos que,

fg€? f

aqz a, fe’"
af,pt q.

Esto ademas implica que ¢ € of, por lo que ¢ € p of. Se sigue que si I
es un ideal de R[P], entonces 0/ KI,yaquesik € K/, existe f € Iy
p € Ptalquek € p of oe?f C ol. Notemos que cualquier f € RP esta
contenido en RK f, que cualquier ideal I de RP est4 contenido en RK 1,y
que de hecho K(I) es el ideal mas pequefio de P tal que [ C RK 1.

Proposicién 4.35. Supongamos que f y g son elementos de RP.
1.0f gCofUog,entonces Kf g C KfUKg.

2.0fg Cof og,entonces Kfg C Kf KgC KfNKg.

3. Kf K f,donde (f) es el ideal de RP generado por f.
4.Sily] sonidealesde R[P], KIJ C KI KJ.

Demostracién. Claramente se cumple:
apf g apf apg,
apfg Y agfagg.

qq'p
Entonces,

of g{peP ayf g}
{peP apf apg
C{peP a,f foayg }
ocf Uaog.

De igual forma.
ofg {peP apfg j

{p epP Zaqfaq/g /}

qq'p
Cof og.
Notemos que (4) es una consecuencia inmediata de (1) y (2) ya que,
KI1J UgergesKfg
CUergesKf Kg
CUrer K f UgesKyg
KI KJ.
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Se sigue de la definicién que o f C K f, y entonces K f C K f. Por otro

lado, para cualquier /1 € f, se sigue de (2) que oh C K f y entonces que
Kh C Kf. Alser h arbitrario concluimos que K f C K f. O

Proposicién 4.36. Sea P un monoide integral y R un anillo.

1.Si f € RP, K(f) es el ideal unidad de P si y solosi f € RP.

2.Si f € RP, entonces K(f) es generado principalmente por un elemento p
de Psiysolosi f e”f,donde f es algin elemento de RP \ RP.

3. Supongamos que R es un dominio entero y P* es libre de torsién. En-
tonces si f y g son elementos de R[P] tal que K(f) y K(g) son principales, lo
mismo es cierto parafg,y K fg Kf Kg.

Demostracién. El enunciado (1) es una tautologia. Si K K f es generado
por p, entonces k — p € P para todo k € Kf. Entonces, f >, af

e >, are" P, asi que f e’ f con f >, areP. Entonces,
p Kf CKe? Kf p Kf

y se sigue que /' f P. Por el contrario, si f e’f con Kf P entonces
ciertamente K f C p. Perosi f Y asef existeun ¢ € P*talquea, 4y
entoncesp q € K f,asi p € Kf. Entonces Kf p,y esto prueba (2). Si
K(f) es generado principalmente por p y K(g) es generado principalmente
por g, entonces f efyg elgdonde f,g € RP\ RP. El cociente de
R[P] por RP esisomorfoa RP*.Si P* eslibre de torsién y R es un dominio
entero, entonces 2 P* también es un dominio entero por la proposicién 4.27.
Entonces R P esun ideal primo y fg € RP*.Ya que fg el fq, se sigue que
K(fg) es generado principalmente por p ¢. O

El enunciado (3) muestra que si R es un dominio y P* es libre de torsién,
entonces el conjunto de todos los f tal que K(f) es principal es un submo-
noide de R[P]. Esto no es cierto en general.

Recordemos del corolario 3.39 que asosiado a cada ideal primo p de al-
tura uno de un monoide fino P existe un homomorfismo v, P — N; este
homomorfismo es suprayectivo si P es saturado, como vamos a suponer. La
imagen bajo v, de un ideal no vacio K de P es entonces un ideal K, de N,
generado principalmente por

v K inf{v,k ke K}.
Paracada f € RP, sea
vpf v, Kf.

Es decir, v, f es el minimo del conjunto de todos los v, tal que p € o f.

Proposicion 4.37. Sea P un monoide térico y R un dominio entero.
1. Si K es un ideal no vacio de P y p € K es un elemento tal que v,p v, K
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para todo ideal primo p de altura uno, entonces K p.
2. Sify g son elementos de RP, entonces v, fg v,f v,g, para todo ideal
primo de altura uno. M4s atin, K(fg) es principal si y solo si K(f) y K(g) lo

son.

Demostracién. Supongamos que se cumple (1)y sea k € K. Entonces v,k —
p > para todo ideal primo de altura uno de P. Por el corolario 3.40, k —p €
P, por lo que se sigue que K es generado principalmente por p. Esto prueba
(1). Para (2), sea G la careta de P complementaria a p. El homomorfismo
P — Pg es inyectivo, y entonces si f € RPg es la imagen de f, Kq es
principal, generado por cualquir p € o f tal que v, f v,p. Yaque P G es
libre de torsién, (3) de la proposicién 4.36 implica que para todo f, g € RP,
Kfg Kf Kgy entoncesv,fg v,f v,g. Sabemos que K(fg) es principal
si K(f) y K(g) lo son. Por el contrario, si K(fg) es princiapl generado por r,
(2)dela proposicién 4.35 muestra que r puede ser escrito como una suma
p g conp € Kfyq € Kg. Entonces para todo p de altura uno, v,p >
vpf ¥y Upq > vpg. Por otro lado, v,p vy,q vpyr v,fg vy f vpg. Entonces,
vep  Upf Vpq vy para todo p. Por (1), esto implica que K(f) y K(g) son
principales. O

Corolario 4.38. Sea R un dominio entero, P un monoide térico y F una cara
de P. Entonces el conjunto § de elementos de R[P] tal que K(f) es generado
principalmente por un elemento de F es una cara del monoide multiplica-
tivo de R[P].

Demostracién. Sify g pertenecen a §, entonces K f py Kg qgconp,q €
F, asi por (3) de la proposicién 4.36 Kf g p qyp q € F.Entonces
T es un submonoide de RP. Por el contrario, si fg € § entonces por (2)
de la proposicién 4.37 se tiene que K(f) y K(g) son principales, digamos
generados por p y q. Entonces p ¢ generaa K fgy viveen F. Ya que F es
una cara, p y q pertenecen a F, y entonces f y g pertenecen a §. Entonces §
es una cara de R[P]. O

4.6. Completaciones y series de potencias formales.

Lema 4.39. Sea Q un monoide fino sharp yseah () — N un homomorfismo
local. Las siguiente familias de subconjuntos de Q son cofinales, es decir,
dado cualquier miembro de una de estas familias, existe otro miembro de
cada una de las otras familias el cual lo contiene:

1. {Jnn n € N}, donde J;,, {q¢ hqg>n};

2.{Q™ n e N}

3. El conjunto de todos los subconjuntos de Q cuyo complemento es finito.

Demostracién. Es claro que Q" C J, ,,— paratodon,yaquesiq ¢ ... ¢, €
Q" entonces hq > n. Por otro lado, si s, ..., s, es un conjunto finito de
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generadores para Q y M mazx {hs, ..., hs,}, entonces Jj,,, C Q™. De
hecho, cualqueir ¢ € ) puede ser escrito comoo ) | m;s;, con n; € N, asi

quesiq € Jpp,
n < hq Zmihs,» < Mz:mz

yasi Y m; > nMyq € Q™. Hemos visto que el complemento de .Jj, ,,
es finito. Por otro lado, si 0 es un conjunto finito y m es una cota para
{hq q € S}, entonces Jj, ,,, esta contenido en el complemento de o. O

Proposicién 4.40. Sea Q un monoide sharp, fino y R un anillo conmutativo.
1.Paracadaq € Q, {p,p’ € Q@ X Q p P’ q} es finito.

2. El R-médulo topolégico g definido anteriormente admite una tnica
multiplicacién continua con la propiedad de que el mapeo naturale @) —
R() es unn homomorfismo de monoides.

3. El anillo topolégico R() es naturalmente identificado con la completacién
formal de R[Q] por el ideal RQ.

4. Si Q9 es libre de torsién y R es un dominio entero, entonces R[[Q]]
también es un dominio entero.

5.Si R es un anillo local con ideal maximal m, entonces R[[Q]] es también un
anillo local, cuyo ideal maximal es el conjunto de elementos de R[[Q]] cuyo
termino constante pertenece a m. Mas ain, () — R() es un homomorfismo
local.

Demostracién. Dado que Q es fino, existe un homomorfismo local b ) —
N. Entonces Jj, ,, es un ideal de Q y por la proposicién 3.34, @ \ Ji, es un
conjunto finito. Si ¢ p p/, entonces p,p’ € Q) \ Jj, »q ¥ entonces existen solo
finitos p,p'. Entoncessi f . a,e”? yg 3. bye? son elementos de RQ, por
lo que podemos definir fg ) c,e? donde

Cq g apby .

pp'q

Para cada subconjunto finito o de Q,

U, {ZaqeqeRQ aq ,an}

es abierto, y la familia de tales subconjuntos es una base de vecindades abier-
tas del cero. Se sigue que la operacién de multiplicacién definida es continua,
y de hecho es la tinica operacién continua compatible con la ley de Q.

Si K es un ideal de Q y n es un ntmero natural, sea K" el conjunto de to-
dos los elementos que se pueden escribir como sumas de n elementos de K.
Entonces K es un ideal de Q y RK™ RK™. Por el lema 4.39 tenemos que la
topologia R(Q)-adica en R[Q] es compatible con la topologia débil.

Es claro por la construccién que una inyeccién () — ()’ induce una inyec-
cién RQ) — RQ)'. Si Q es fino y sharp y Q% es libre de torsién entonces
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puede ser incrustado en N" para algtin r natural. Entonces (4) es reducido
al caso RN, un anillo de serie de potencias formales, facilmente visto como
un dominio entero al hacer induccién sobre r. El enunciado (5) puede ser
reducido al caso de un anillo de series de potencias formales, tomando una
suryeccién N™ — () O

Corolario 4.41. Sea Q un monoide fino, sea h () — N un homomorfismo,
y para cada n € N sea Jj, ,, como se definié anteriormente. Entonces J;, es
un ideal primo p y la familia {.J;,,, € N} y {p” n € N} son cofinales.

Demostracién. Si Q es sharp y h es local, este corolario se sigue inmediata-
mente del lemaa anterior. En cualquier caso es claro que p es primo. Sea F'
Q\ p, asf que h se factoriza a través de un homomorfismo local b QF — N.
Entonces el resultado para Q y h se sigue del resultado para QF y h. [

De manera mas general, si S es un Q-conjunto finitamente generado, va-
mos a considerar el conjunto RS de series de potencias formales indexada
por S y con coeficientes en R, el cual va a formar un médulo sobre R[[Q]]
siempre que, para todo ¢,s € ) X S, ¢s 4.

Definicién 4.42. Sea Q un monoide integral y sea K un ideal de Q. El mo-
noide de Ress de (), K es el monoide By () cuyos elementos son pares m, p
dondem € Ny p € K™,y cuya ley monoidal est4 dada por

m,p n,g mmn,p q.
Si S es un Q-conjunto, el conjunto de Ress de (S,K) es el conjunto de pares

(n;s)donde n € Ny s € K", con la accién de By dada por
m,p n,s m n,p s.
Notemos que tenemos
h Bk@Q — N m,p—m, g BkS =N n,s+—n,

donde h es un homomorfismos de monoides y g es un morfismo de By () —
conjuntos.

Proposicion 4.43. Sea K un ideal de un monoide fino Q y sea S un Q-
conjunto finitamente generado. Supongamos que ¢s /4 para cualquier s € S
y ¢ € . Entonces los siguientes enunciados se cumplen:

1. Si T es un Q-subconjunto de S, entonces existe un entero m tal que 7' N
K™S C K"T para todo n.

2. Si K es un ideal propio de Q, entonces U {K"S n >} 0.

3. Si Q es sharp, R[[S]] puede ser identificado con la completacién R(Q)-adica
de R[S]. En particular, si s, ..., s,, es una sucesién de generadores para S co-
mo un Q-conjunto, entonces €°, ..., °" es una sucesion de generadores para

R[[S]] como un R[[Q]]-médulo.
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Demostracién. SiQ esun monoide finitamente generado, entonces es noethe-
riano, asi que K es finitamente generado como ideal. Si p, ..., p, es una su-
cesién de de generadores para Q y k, ..., ks es una sucesién de generadores
para K, entonces

7p7 M 7Tp77k7 "'77k8

es una sucesion de generadores para el monoide Bk (), se sigue por el teo-
rema 3.10 que Bx() es noetheriano. Mas atin, dado que S es finitamente
generado como un Q-conjunto, Bk S es finitamente generado como B S-
conjunto y entonces es también noetheriano. Si7" C S es un Q-subconjunto,
entonces

BkS, T {n,t neN,t e TNK"S}

es naturalmente un By ()-subconjunto de Bk.S, y por tanto es finitamen-
te generado, digamos por m, ¢, ..., m,, t,. Entonces cualquier cota superior
m para m, ..., m,, satisface (1). En particular, 77 N{K™S n >} esun Q-
subconjunto de S, y (2) implica que 7" TK. Ya que K C @, la proposicién
3.13 implica que 7' (), probando (2). Ses sigue que para todo s € S, existe
un n € N tal que s € Q"S, y para todo subconjunto finito o de S, existe un
n € Ntal que c N Q™S (. Por otro lado, es facil ver que el complemento de
cada Q™S es finito, Entonces la familia de subconjuntos de S cuyo comple-
mento es finito es cofinal con la familia {Q™S n € N}. Se sigue que, para
cadas € S,{q,t € QxS gt s} esfinito. Esto nos permite definir una
accién de R[[Q]] en R[[S]] y ver que la topologia producto es la topologia
RQ-adica. O

5. CONCLUSIONES

El estudio de la teoria de monoides conmutativos es muy basto y como
vimos el considerar estructuras algebraicas mas generales trae consigo gran-
des ventajas como lo es el encontrar propiedades que caractericen un mayor
nimero de estructuras. Como es de esperar, el estudio de los monoides no
termina aqui, si no que es solo la base de una teorfa mucho mas general.
Al igual que la geometria algebraica clésica, es decir, el estudio de los es-
quemas, comienza con el estudio de los anillos conmutativos con unidad, la
teoria de monoides conmutativos da paso al estudio de las estructuras lo-
garitmicas como lo son los log esquemas. Estas analogias entre estructuras
motivan ademas al desarrollo de una teoria de cohomologia para dichas log
estructuras. Uno de los resultados mas importantes que provee la geome-
tria algebraica logaritmica es proporcionar una generalizacién de la teoria
clasica de variedades toricas.
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